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Für Friderike
„Titles are shadows, crowns are empty things,
The good of subjects is the end of kings.“
Daniel Defoe
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Kurzfassung
In dieser Arbeit wird für Strukturen, die im makroskopischen aufgrund unterschiedli-
cher Materialeigenschaften oder komplexer Geometrien eine hohe Netzfeinheit für Finite–
Elemente–Berechnungen benötigen, eine neue Möglichkeit zur Berechnung effektiver Mate-
rialkennwerte vorgestellt. Durch einen modalen Ansatz, bei dem, je nach Struktur analy-
tisch oder numerisch, mit Hilfe der modalen Kennwerte die Formänderungsenergie eines
repräsentativen Volumens der Originalstruktur mit der Formänderungsenergie eines äquiva-
lenten homogen Vergleichsvolumens verglichen wird, können effektive Materialkennwerte
ermittelt und daran anschließend eine Finite–Elemente–Berechnung mit einem im Ver-
gleich zum Originalmodell sehr viel gröberen Netz durchgeführt werden, was eine enorme
Zeiteinsparung mit sich bringt. Weiterhin enthält die vorgestellte Methode die Möglichkeit,
unsichere Eingabeparameter wie Geometrieabmessungen oder Materialkennwerte mit Hilfe
der polynomialen Chaos Expansion zu approximieren, um Möglichkeiten zur Aussage bzgl.
der daraus resultierenden Verteilungen modaler Kenngrößen auf eine schnelle und effektive
Weise zu gewinnen.
Abstract
In this paper, a new homogenization method is introduced. This method is implemented for
structures on the macro-scale, which need a fine mesh for a finite element analysis based on
complex structures or different material behavior of the object. With the help of the modal
parameters of the structure, it is possible to determine the strain energy of a structure. The
modal parameters can be calculated analytically or numerically for a representative volume
depending on the geometry of the original strucure. By comparing the strain energy with
the strain energy of an equivalent homogenious volume, it is possible to determine effective
material parameters. With these results, a finite element analysis can be done with a much
coarser mesh. Furthermore, it is possible to describe uncertain input paramters, e.g. geometry
data or material parameters, with the polynomial chaos expansion in an very effective way.
With help of that, the distribution of the modal results can be approximated.
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11 Einführung
Am Institut für Festkörpermechanik (IFKM) der Technische Universität Dresden sind in
den vergangenen Jahren intensive Studien zur Bestimmung effektiver elastisch-plastischer
Materialparameter unter anderem für geschichtete Blechstrukturen durchgeführt worden.
Geschichtete Blechstrukturen werden beispielsweise im Generatorenbau verwendet und
besitzen lokale Eigenschaften wie das Gleiten von Blechen oder das Plastifizieren einzelner
Blechbereiche, die eine globale Simulation des Gesamtmodells ineffektiv erscheinen lassen.
Dabei wurde versucht, durch eine Homogenisierung die effektiven Materialeigenschaften zu
ermitteln. Dies geschieht durch Computer–Experimente an einem Minimalmodell, das alle
geometrischen und materiellen Informationen des Gesamtmodells repräsentativ abbildet.
Über einen Energievergleich kann dann auf die effektiven Materialeigenschaften geschlossen
werden. Die hoch aufzulösende detaillierte Struktur der komplexen Bauteile sollte dann mit
diesen Materialkennwerten als einheitliche Ersatzstruktur sehr viel gröber global modelliert
werden. Die Implementierung dieses Ansatzes hat gezeigt, dass einige Vorgaben limitierend
wirken:
• Mangelnde Periodizität: Da das Minimalmodell periodisch zusammengesetzt die
Gesamtstruktur bilden muss, ist die Größe des Minimalmodells mit der Struktur
vorgegeben. Ist das Minimalmodell zu groß, ist das Verfahren der Homogenisierung
ineffektiv.
• Das Minimalmodell muss im dreidimensionalen Raum ein Parallelepiped bzw. im
zweidimensionalen Raum ein Parallelogramm sein. Bei zylindrischen Bauteilen und
Strukturelementen wie Platten oder Balken ist dieser Homogenisierungsansatz nicht
mehr zulässig.
• In die Homogenisierung einfließende Parameter wie die Vorspannungsverteilung oder
der Reibkoeffizient zwischen den einzelnen Blechen können häufig nicht determini-
stisch angegeben werden.
Diese Restriktionen sind auf viele andere Beispiele wie z.B. zylindrische Rumpfstruktu-
ren übertragbar. Weiterhin ist diese Art von Homogenisierung bei bestimmten Strukturen
wie Platten– oder Balkenstrukturen nicht verwendbar. Auf die Gründe wird später noch
detailliert eingegangen. Es hat sich aber herausgestellt, dass das spezifische Problem der Ho-
mogenisierung von zylindrischen Blechstrukturen in Folge der vorhandenen Geometrie auf
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viele andere Problemstellungen verallgemeinert werden kann. Die Lösung dieses Problems
erfordert daher eine alternative Herangehensweise.
1.1 Abgrenzung der Problemstellung
In dieser Arbeit soll eine neue Methode zur Bestimmung effektiver Materialkennwerte
vorgestellt werden. Dabei sollen die analytisch herleitbaren oder numerisch bestimmbaren
Eigenformen von Strukturen wie Platten oder Zylindern verwendet werden, um analytisch
oder mit Hilfe einer FE–Berechnung die zu ermittelnden Kenngrößen zu bestimmen. Mit
der in dieser Arbeit beschriebenen Methode werden zwei schon in der Forschung etablierte
Verfahren erstmals vereint.
Zum einen wird die von der Homogenisierung her bekannte Methode der repräsentativen
Volumenelemente verwendet, um die Modellgröße so klein wie möglich zu halten. Dabei
können bestimmte Randbedingungen, auf die später noch näher eingegangen wird, berück-
sichtigt werden.
Zum anderen wird die aus der experimentellen Modalanalyse bekannte Möglichkeit, mit
Hilfe der Eigenfrequenzen und Eigenformen, Materialkennwerte zu ermitteln, auf eine
numerische Modalanalyse angewandt. Dabei wird jedoch nicht auf die in diesem Verfahren
übliche Optimierung mittels geeigneter Vergleichskriterien wie NCO (Normalised Cross
Orthogonality) oder MAC (Modal Assurance Criterion) zurückgegriffen. Für die eigentliche
Berechnung wird viel mehr ein Energievergleich, wie er aus der Homogenisierung bekannt
ist, verwendet. Somit ergeben sich die verwendeten modalen Energien aus der analytischen
bzw. numerischen Berechnung der modalen Kennwerte. Eine experimentelle Modalanalyse
ist dann nur noch zur Validierung des numerischen Verfahrens nötig, nicht aber zur Bestim-
mung der effektiven Materialparameter. Sie ist daher auch nicht mehr zwingend.
Heutige Ingenieursaufgaben werden standardmäßig als deterministische Problemstellungen
aufgefasst. Das hat zur Folge, dass bei vorgegebenen Eingabeparametern immer nur eine
konkrete Aussage über das Bauteilverhalten getroffen werden kann. Sind Eingabewerte
unsicher (z. B. Materialkennwerte) oder sollen Sensitivitäten und Wahrscheinlichkeiten des
Bauteilverhaltens abgeschätzt werden, wird häufig die bewährte, aber sehr zeitintensive
Monte–Carlo–Simulation (MC–Simulation) genutzt. Eine unter gewissen Bedingungen sehr
viel effektivere Möglichkeit bei der Ermittlung von stochastischen Kennwerten bietet die
Implementierung eines polynomialen Chaos Moduls (PC–Modul) an. Dieses transformiert
eine nichtdeterministische Problemstellung vom stochastischen in den deterministischen
Raum. Im deterministischen Raum wird dann ein Gleichungssystem gelöst, dessen Größe
von der Anzahl der unsicheren Eingabeparameter und der zu erreichenden Güte abhängt.
Anschließend kann das damit erzielte Ergebnis wieder in den stochastischen Raum zurück-
transformiert werden. In dieser Arbeit wird das am IFKM entwickelte PC–Modul verwendet
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und an die vorhandene Problemstellung der Materialbestimmung angepasst sowie erweitert.
Durch die Verwendung der beiden Verfahren soll eine schnelle, gut automatisierte Programm–
Umgebung geschaffen werden, die es ermöglicht, bei Unsicherheiten in der Ausgangsbau-
teilstruktur auf effektive Materialkennwerte schließen zu können.
Die Implementierung der neu entwickelten Berechnungsmethode zur Bestimmung effek-
tiver Materialkennwerte erfolgt mit dem Mathematikprogramm MATLAB R©. Mit Hilfe der
kommerziellen FE-Software ANSYS R© werden für die Ausgangsstrukturen mit den Aus-
gangsmaterialkennwerten die benötigten numerischen Modalanalysen durchgeführt.
1.2 Einordnung in den bisherigen
Forschungskontext
Die aufgezeigte Problematik der Ermittlung effektiver Materialkennwerte bei unsicheren
Eingangsgrößen beinhaltet zwei unterschiedliche Schwerpunkte. Der wesentliche Schwer-
punkt ist die Bestimmung effektiver Materialparameter ausgehend von der Homogenisie-
rung unter Verwendung von modalen Kennwerten. Einen umfangreichen, mathematisch
geprägten Überblick auf den Stand der Technik bzgl. der Homogenisierung zeigen [GA10]
und [Pan10], der auch auf spezielle Strukturen wie Balken und Fachwerke eingeht. In den Ar-
beiten [LW11, NYTL10, YH04, YHV02] wird eine Homogenisierungsmethode (VAMAS,
VAPAS und VAMUCH) vorgestellt, die auf Platten anwendbar ist, eine kartesische Periodi-
zität voraussetzt und beschränkt ist auf kleine Verformungen. Bei [HSHK02] wird die klas-
sische Homogenisierung, wie sie auch in Kapitel 3.1 vorgestellt wird, auf Plattenstrukturen
angewandt, wobei allerdings nur symmetrische und antimetrische Randbedingungen verwen-
det werden, was häufig auf zu steife Ergebnisse führt. Weiterhin zeigen [GCK07, CKG08]
eine Homogenisierung zweiter Ordnung für Bleche, bei der außerdem die Randbedingungen
variieren können. [LL13] zeigt einen spannungsbasierten Ansatz, während [HD13] auch
große Plattenverformungen zulässt. In den Arbeiten von [PAG11, ASGI09, AJP11] wird erst-
mals versucht, effektive Materialparameter für Blechpakete zu bestimmen. Dabei wird über
die Reibkraft und die Kontaktfläche eine Fließspannung ermittelt, nach der ideal–plastisches
Fließen eintritt. Die Materialparameter gelten dabei nur für den Druckbereich. Das gesamte
Blechpaket wird als Quader angenommen.
Bei der Homogenisierung von zylindrischen Strukturen werden zur Zeit sowohl analyti-
sche [AAD11, SR03] als auch spannungsbasierte [CCM08] Ansätze verfolgt, wobei die
Literatur zu diesem Gebiet nicht sehr umfangreich ist.
Die Bestimmung von Materialkennwerten mit Hilfe der experimentellen Modalanalyse ist
ein bewährtes Instrumentarium, um beispielsweise bei Holzwerkstoffen [GN01, YIIU02,
YAII03, BGSH07], Biomaterialien [TRP+02, HDP+91, KG97] oder Verbundwerkstof-
fen [MSR04, AY05, QHX97] makroskopische Materialeigenschaften zu ermitteln. Dabei
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wird entweder auf den RAYLEIGH–Ansatz zur Abschätzung der Eigenkreisfrequenz zurück-
gegriffen oder es werden mit Hilfe einer Optimierung, die finite Elemente verwendet, die
Materialkennwerte iterativ ermittelt [AP06, DG88, CGS07, HC00]. Vor allem bei anisotro-
pem Materialverhalten wird versucht, mit Hilfe der experimentell ermittelten Kennwerte
Rückschlüsse auf die Bauteileigenschaften zu schließen [HBO+95, MN93, GFPS98].
Weiterhin gibt es erste Ansätze zur Modalanalyse bei unsicheren Eingabeparametern.
Bei [HZ11] wird dazu eine Fuzzy-Beschreibung verwendet. Erstmals wird bei [Sep09] auch
die PC–Methode zur Bestimmung der Verteilung von makroskopischen Materialkennwerten
mit einer experimentellen Modalanalyse vorgestellt. Eine Identifizierung von Systemunsi-
cherheiten mit Hilfe der experimentellen Modalanalyse wird von [Gov12] durchgeführt. Die
Bestimmung der stochastischen Verteilung von effektiven Materialkennwerten findet sich
erstmals unter [KSH10].
In dieser Arbeit erfolgt die Bestimmung effektiver Materialkennwerte durch den Vergleich
modaler Kennwerte. Die Bestimmung erfolgt in dieser Arbeit numerisch, teilweise auch
analytisch. Dabei werden die modalen Eigenschaften der Originalstruktur berücksichtigt,
wie dies auch bei der experimentellen Bestimmung effektiver Materialkennwerte der Fall
ist. Weiterhin werden Aspekte der Homogenisierung verwendet, um das in dieser Arbeit
vorgestellte Verfahren möglichst effektiv zu gestalten. So werden Ansätze der Homogeni-
sierung und der Methode zur experimentellen Bestimmung effektiver Materialkennwerte
zusammengeführt, um eine schnelle und stabile Bestimmung effektiver Materialkennwerte
für ein weites Feld an Strukturen zu ermöglichen. Die Möglichkeit, Unsicherheiten in der
Originalstruktur berücksichtigen zu können, erweitert das Spektrum von Anwendungsfäl-
len des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens. Dadurch bildet es die realen Ergebnisse
genauer ab.
1.3 Vorgehensweise
In Kapitel 2 werden zunächst die Grundlagen der auftretenden mechanischen Phänomene
und deren mathematische Beschreibung dargestellt. Während nur relativ kurz auf die Kon-
tinuumsmechanik eingegangen wird, wird die daraus ableitbare Berechnung von Platten–
und Balkenstrukturen sowie von Zylinderschalen ausführlicher behandelt, da das Vorgehen
anhand dieser Strukturen dargestellt wird. Die Methode der finiten Elemente (FEM) wird in
diesem Kapitel nicht separat erklärt, sondern wird in Kapitel 5 im Zusammenhang mit dem
Aufstellen von Systemmatrizen beschrieben.
Anschließend wird in Kapitel 2 auf die Herleitung der PC–Methode eingegangen und diese
anhand von zwei ausgewählten Beispielen umfassend erläutert.
Abschließend werden noch die beiden Vergleichskriterien MAC und NOC , die den Abgleich
der modalen Eigenschaften zweier unterschiedlich berechneter Strukturen bzw. Modelle
1.3. VORGEHENSWEISE 5
ermöglichen, vorgestellt. Diese finden Verwendung bei der numerischen Bestimmung der
effektiven Materialkennwerte und bei der Validierung der Berechnungsergebnisse in den
Abschnitten 4.1.2, 4.2.2, 5.8.1 und 6.2.
Da sich ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit auf die Homogenisierungsmethode
gründet, wird auf diese gesondert in Kapitel 3 eingegangen. Hier werden die bisherigen
Entwicklungen der Homogenisierung dargestellt und es wird auf die am IFKM verwen-
dete Methode mit repräsentativen Volumenelementen und periodischen Randbedingungen
detailliert eingegangen. An dem Beispiel elektromagnetisch beeinflusster Schäume wird
schließlich die praktische Umsetzung dieser Methode dargestellt.
Von den Ergebnissen einer FE–Simulation, die mit Hilfe der effektiven Materialparameter
durchgeführt wurde, können nur die globalen Ergebnisse verwendet werden. Das sind bei
einer statischen Analyse die globalen Verformungen und Reaktionskräfte und in der numeri-
schen Modalanalyse die Eigenfrequenzen und –formen. Sollen jedoch lokale Informationen
wie z.B. Spannungen oder Dehnungen ermittelt werden, ist eine Lokalisierungsrechnung
notwendig. Auf diese wird abschließend kurz eingegangen.
Daran anschließend werden in Kapitel 4 die Prinzipien der neu eingeführten Methode der
Bestimmung effektiver Materialparameter mit Hilfe eines modalen Ansatzes erläutert. Es
wird die Notwendigkeit dieses neuen Ansatzes begründet und dargelegt, warum modale
Kennwerte verwendet werden. Anschließend werden die Voraussetzungen für die modale
Ermittlung effektiver Materialkennwerte angeführt und erläutert. Je nach Komplexität der
Ausgangsstruktur sind unterschiedliche Lösungsmöglichkeiten für die Bestimmung der
modalen Kennwerte möglich. Diese unterteilen sich in diesem Kapitel in eine analytisch–
analytische und eine numerisch–analytische Lösung. Beide Verfahren werden an Flächen–
und Balkentragwerken sowie Zylinderschalen beschrieben und anhand von Beispielen ver-
deutlicht.
Eine Erweiterung der in Kapitel 4 eingeführten Methode stellt die zusätzliche Verwendung
einer selbst geschriebenen FE–Routine dar. Diese Erweiterung wird in Kapitel 5 gezeigt.
Die Verwendung von Systemmatrizen, die aus der FE–Formulierung hergeleitet werden, hat
das Ziel, bei komplexen Strukturen die Formänderungsenergie direkt aus den Eigenformen
unter Berücksichtigung der Eigenfrequenzen ermitteln zu können. Die Eigenformen und
–frequenzen resultieren aus der Matrizeneigenwertgleichung des Systems, die numerisch
gelöst wird. Damit ist das Verfahren auch für Strukturen, deren Eigenformen nicht analytisch
bestimmbar sind, äußerst effektiv und automatisierbar. Die Herleitung der Systemmatrizen
wird zuerst für den ebenen Verzerrungs– und Spannungszustand durchgeführt. Weiterhin
gelingt für schubelastische Platten mit Hilfe des MITC4–Elementes (Mixed Interpolation
of Tensorial Components) eine schnelle und hinreichend genaue Bestimmung der modalen
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Eigenschaften. Die Herleitung der Steifigkeitsmatrix des MITC4–Elementes wird für recht-
winklige und beliebige Vierknotenelemente beschrieben. Zur Veranschaulichung werden
die effektiven Materialeigenschaften für eine Platte mit Versteifungen bestimmt und mit
Literaturangaben verglichen. Außerdem werden bei einer Kreisplatte aus mitteldichter Faser
(MDF) die modalen Ergebnisse, die mit effektiven Materialkennwerten berechnet werden,
mit denen einer experimentellen Modalanalyse verglichen.
Die Kopplung von der in dieser Arbeit eingeführten modalen Bestimmung effektiver Materi-
alparameter mit der PC–Methode bei unsicheren Eingabewerten wird in Kapitel 6 erläutert.
Der Ablauf der einzelnen Berechnungsschritte wird dargestellt und anhand von Beispielen
das Potential der Bestimmung effektiver Materialparameter in Verbindung mit der PC–
Methode aufgezeigt.
Mit dieser Kopplung können zukünftig die modalen Eigenschaften für ein breites Spektrum
von Strukturen mit unsicheren Eigenschaften schnell und automatisiert bestimmt werden.
72 Grundlagen
In diesem Kapitel wird auf die Grundlagen der Kontinuumsmechanik eingegangen. Auf-
bauend auf den kinematischen und kinetischen Beziehungen und unter Verwendung von
Bilanzgleichungen lassen sich die determinierenden Gleichungen der Kontinuumsmechanik
herleiten. Dabei wird die Tensorschreibweise, die eine kompakte und effektive Darstel-
lung erlaubt, verwendet. Bei entsprechenden Annahmen der Struktur und der Belastun-
gen können die allgemein geltenden Gleichungen der Kontinuumsmechanik für spezielle
Strukturelemente auf vereinfachte Formen abgeleitet werden. Dazu werden die gängigen
Theorien des schubstarren Balkens (BERNOULLI–Balken) und des schubelastischen Balkens
(TIMOSHENKO–Balken) vorgestellt. Das räumliche Pendant des Balkens ist die Platte, die
ebenfalls schubstarr (KIRCHHOFF–Platte) und schubweich (REISSNER– MINDLIN–Platte)
beschrieben werden kann. Weiterhin wird auf die dünne Zylinderschale eingegangen. Die
Darstellung der Strukturgleichungen wird in diesem Abschnitt in Matrix–Notation durchge-
führt.
Für die Beschreibung des dynamischen Verhaltens von homogenen Balken– und Platten-
strukturen können mit Hilfe der Bilanzgleichungen analytische Lösungen ermittelt werden.
Dazu werden die Schwingungsdifferentialgleichungen mit Ansatzfunktionen gelöst, und es
ergeben sich zeitinvariante Differentialgleichungssysteme. Mit diesen kann die Formände-
rungsenergie der Struktur bestimmt werden, welche zur Bestimmung effektiver Materialpa-
rameter benötigt wird.
Da für viele Systeme und Strukturen der Mechanik keine analytischen Lösungen bekannt
sind, dient der Diskretisierungsansatz und das Überführen des Gleichungssystems aus parti-
ellen Differentialgleichungen in ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen mit Hilfe
der FEM als gängiges Verfahren. Weil in dieser Arbeit die FEM vor allem als Werkzeug zur
Bestimmung der Formänderungsenergie und zur numerischen Modalanalyse verwendet wird,
wird die Bestimmung der Formänderungsenergie sowohl für eine schubelastische Platte
als auch für den ebenen Verzerrungs– und Spannungszustand durchgeführt. Dies erfolgt
allerdings nicht in diesem Kapitel, sondern direkt bei der Verwendung der Systemmatrizen
in Kapitel 5. Für eine Einführung in die FEM sei vor allem auf [Bat02, FM95, Par03]
hingewiesen.
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2.1 Kontinuumsmechanik
In der Kontinuumsmechanik wird der betrachtete Körper als zusammenhängender Verbund
materieller Punkte angesehen. Die eigentliche Mikro– und Mesostruktur des Körpers (z. B.
Atomstruktur und Kornstruktur bei Metallen) werden dabei vollkommen vernachlässigt. Zu
jedem Materialpunkt gehören physikalische Größen. Diese müssen stetig differenzierbar
bzgl. des Ortes sein. Der Verlauf und die kontinuierliche Verteilung der physikalischen
Größen beschreiben die vorhandenen Felder und stellen das zu lösende Feldproblem dar.
Über kinematische Beziehungen, Bilanzen und konstitutive Gleichungen lässt sich das
entsprechende Feldproblem lösen. Die Ausführungen in diesem Abschnitt folgen [Par03,
Bet01, AA94, Gre03].
2.1.1 Verschiebungsfeld
Felder in der Kontinuumsmechanik können für unterschiedlichste Feldgrößen (Verschiebung,
Temperatur, Elektromagnetisches Feld) definiert werden. Folgend werden am Beispiel des
Verschiebungsfeldes die entsprechenden Größen hergeleitet. Dies ist auch in Abbildung 2.1
dargestellt. Ausgangspunkt ist die primäre Punktgröße, die im Verschiebungsfall die Ver-
Primäre Aufpunktgröße:
Verschiebung
Abgeleitete Aufpunktgröße:
Verzerrung
Abstrakte Flussgröße:
Spannung
Resultierende Flussgröße:
Kraft, Moment
Werkstoffverhalten
Konjugiert im physikalischen Feld
Konjugiert im diskreten System
Differentiation
Schnitt
Primäre Flussgröße
Integration
Abbildung 2.1: Feldgrößen und deren Abhängigkeiten nach [Par03]
schiebung darstellt. Wird diese örtlich differenziert, ergibt sich die abgeleitete Punktgröße,
in diesem Fall sind das die Verzerrungen. Mit Hilfe der konstitutiven Gleichungen, die das
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Werkstoffverhalten beschreiben, kann aus den Verzerrungen auf die abstrakte Flussgröße
Spannung geschlossen werden. Über die Integration und unter Verwendung von Bilanz-
gleichungen erhält man schließlich die resultierenden Flussgrößen Kraft und Moment. Die
Flussgrößen können auch als Quellterme angesehen werden, die eine Änderung des Feldes
und damit der primären Punktgröße hervorrufen, was die Ablaufschleife wieder schließt.
2.1.2 Kinematik
2.1.2.1 Kartesische Koordinaten
In der Ausgangskonfiguration zum Zeitpunkt t = 0 kann jeder materielle Punkt in der
LAGRANGE–Betrachtungsweise mit dem Ortsvektor
~X = XK~eK (2.1)
mit den Basisvektoren ~eK = (~e1, ~e2, ~e3) und den Koordinaten XK beschrieben werden. In
einer beliebigen Momentankonfiguration zum Zeitpunkt t > 0 kann eine Verformung des
Körpers stattgefunden haben. Dieser Ort kann mit dem Ortsvektor
~x = xk~eK = ~x( ~X, t) (2.2)
in der EULER–Betrachtungsweise beschrieben werden, wobei hier dieselbe Basis ~eK ver-
wendet werden soll.
Der Verschiebungsvektor
uK = xk(XM , t)−XK (2.3)
beschreibt die Differenz von Ausgangs– und Momentankonfiguration eines materiellen
Punktes, wobei vorausgesetzt wird, dass die Verschiebung immer umkehrbar eindeutig ist.
Diese Bedingung lässt sich mathematisch mit Hilfe des Deformationsgradienten
FkK = xk,K (2.4)
gemäß
det(FlM) 6= 0 (2.5)
herleiten. Weiterhin ist es zweckmäßig, den Rechts–CAUCHY–GREEN–Deformationstensor
CKL = FKLFLM (2.6)
einzuführen, der dazu dient, eine mögliche Starrkörperrotation zu eliminieren. Betrachtet
man ein materielles Linienelement d ~X zwischen den Punkten P und Q in der Ausgangs-
konfiguration bzw. d~x zwischen den Punkten P ′ und Q′ in der Momentankonfiguration, so
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~e2
~e1
~e3
~X
~x
d ~X
d~x~u
d~u+ ~u
Ausgangskonfiguration
Momentankonfiguration
P
Q
Q’
P’
Abbildung 2.2: Ausgangs– und Momentankonfiguration nach [Par03]
ergibt sich die Beziehung zwischen beiden Zuständen, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, mit
d~x = d ~X + d~u. (2.7)
Wird die Definition des Deformationsgradienten (2.4) verwendet, kann in Koordinatennota-
tion der Deformationsgradient
FKL = δKL + uK,L (2.8)
mit dem KRONECKER–Symbol δKL angegeben werden. Weiterhin wird der GREENsche
Verzerrungstensor
EKL =
1
2
(CKL − δKL) (2.9)
eingeführt. Werden Gleichung (2.6) und (2.8) in Gleichung (2.9) eingesetzt, so ergibt sich
die Verschiebungs–Verzerrungsbeziehung
EKL =
1
2
(uK,L + uL,K + uM,KuM,L) (2.10)
mit einem linearen und einem quadratischen Term. In dieser Arbeit wird nur der lineare
Term verwendet, was kleine Verzerrungen voraussetzt.
2.1.2.2 Zylinderkoordinaten
In einem Zylinderkoordinatensystem werden die kovarianten Basisvektoren mit
~g1 =~e1 cosϕ+ ~e2 sinϕ
~g2 =− ~e1 sinϕ+ ~e2 cosϕ
~g3 =~e3
(2.11)
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definiert, wobei ~e1, ~e2, ~e3 die Basisvektoren eines kartesischen Ausgangskoordinatensystems
sind [Bet01, Göl91, Göl92]. Der kontravariante Metriktensor ergibt sich zu
gij =

1 0 0
0
1
r2
0
0 0 1

mit dem Radius r. Die physikalischen Verschiebungen
ui = wig
ii
und die physikalischen Verzerrungen
εij = γij
√
giigjj
können mit Hilfe des kontravarianten Metriktensors beschrieben werden. Mit dem kovarian-
ten Verzerrungstensor
γij =
(
∂wi
∂ξj
+
∂wj
∂ξi
)
− wkΓk·ij.
und bei Hinzunahme der hier benötigten CHRISTOFFEL–Symbole ungleich null
Γ1·22 = −r und Γ2·12 =
1
r
ergeben sich die Verschiebungs-Verzerrungsgleichungen
εrr =
∂ur
∂r
, εϕϕ =
ur
r
+
1
r
∂uϕ
∂ϕ
εzz =
∂uz
∂z
, εrϕ =
1
2
(
∂ur
r∂ϕ
+
∂uϕ
∂r
− uϕ
r
)
(2.12)
εrz =
1
2
(
∂ur
∂z
+
∂uz
∂r
)
, εϕz =
1
2
(
∂uϕ
∂z
+
1
r
∂uz
∂ϕ
)
in zylindrischen Koordinaten.
2.1.3 Kinetik
Die Gleichgewichtsgleichung der Kinetik lässt sich über die Impulsbilanz herleiten. Diese
sagt aus, dass die Differenz aller von außen angreifender Oberflächen– und Volumenkräfte
und der temporären Änderung des Impulses gleich null sein muss:
~F − ~˙I = 0. (2.13)
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Wird der Impuls in der LAGRANGE–Betrachtungsweise unter Verwendung der Dichte ρ0
und der Geschwindigkeit ~v
~I =
∫
V
ρ0( ~X)~v( ~X, t)dV (2.14)
nach der Zeit differenziert, so ergibt sich mit
~˙I =
∫
V
ρ0( ~X)~a( ~X, t)dV (2.15)
ein Trägheitsterm mit der Beschleunigung ~a( ~X, t) = ~˙v( ~X, t). Dabei wird Inkompressibilität
des Materials und Massenerhaltung angenommen. Die äußeren Kräfte
~F =
∫
A
F ·TT · ~NdA+
∫
V
ρ0 ~fdV (2.16)
mit dem 2. PIOLA–KIRHHOFF Spannungstensor T und der Volumenlast ~f können mit Hilfe
des GAUSSschen Integralsatzes∫
A
F ·TT · ~NdA =
∫
V
dF · FT
d ~X
dV (2.17)
auf die Form eines reinen Volumenintegrals
~F =
∫
V
(
ρ0 ~f +
dF ·TT
d ~X
)
dV (2.18)
überführt werden. Diese Gleichung in Gleichung (2.13) eingesetzt, ergibt in Koordinaten-
schreibweise ∫
V
[
(FLKTMK),M + ρ0 (fL − aL)
]
dV = 0 (2.19)
die globale Impulsbilanz. Wird weiterhin Gleichung (2.8) in die Impulsbilanz eingesetzt,
ergibt sich ∫
V
[
((δLK + uL,K)TMK),M + ρ0 (fL − aL)
]
dV = 0 (2.20)
und als lokale Bedingung die 1. CAUCHY–Bewegungsgleichung
((δLK + uL,K)TMK),M + ρ0 (fL − aL) = 0 (2.21)
in LAGRANGE–Notation. Die Gleichung (2.19) kann auch in die Momentankonfiguration in
EULER–Notation überführt werden, so dass man als lokale Bedingung die üblicherweise
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verwendete Gleichung
σkl,k + ρ0 (fl − al) = 0 (2.22)
mit dem CAUCHY–Spannungstensor σ erhält.
Die Drehimpulsbilanz soll hier nur kurz und ohne Herleitung erwähnt werden. Sie führt auf
die Symmetrie der Spannungstensoren in der Momentan– und Ausgangskonfiguration. So
ergibt sich in der LAGRANGE–Notation die Bedingung
TMK − TKM = 0. (2.23)
2.1.4 Konstitutive Gleichungen
Unter der schon erwähnten Annahme kleiner Verzerrungen können Ausgangs– und Mo-
mentankonfiguration in einer einheitlichen Beschreibung zusammengefasst werden. Die
Verzerrungen sollen zukünftig mit ε und die Spannungen mit σ bezeichnet werden. Die
Kopplung von Verzerrung und Spannung erfolgt über die Gleichung für konservative Mate-
rialien
σkl = ρ
∂Φ(εkl)
∂εkl
, (2.24)
wobei das skalare Potential ρΦ die Formänderungsenergiedichte darstellt mit
U =
∫
V
ρΦdV. (2.25)
Wenn thermische Einflüsse außer Acht gelassen werden und das verallgemeinerte
HOOKEsche Gesetz für anisotropes, linear–elastisches Materialverhalten
σkl = Cklmnεmn (2.26)
mit dem Elastizitätstensor Cklmn in die Gleichung (2.24) eingesetzt wird, kann die Formän-
derungsenergie für einen Körper mit
U =
1
2
∫
V
CklmnεklεmndV (2.27)
angegeben werden.
2.1.5 Kontinuumsschwingungen
Dieser Abschnitt stellt die Grundgleichungen der Schwingungen für dreidimensionale Konti-
nua dar. Der Abschnitt richtet sich nach [Wau08]. Ausgangspunkt ist die lokale Impulsbilanz
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in Tensornotation (2.22)
σkl,k + ρ0fl = ρ0ul,tt
mit der konstanten Dichte ρ0 und der Beschleunigung ul,tt = al. Wird das bekannte Elastizi-
tätsgesetz (2.26) verwendet, ergibt sich die Beziehung
Cklmnεmn,k + ρ0fl = ρ0ul,tt. (2.28)
Wird nun noch die linearisierte Verschiebungs–Verzerrungsbeziehung
εmn =
1
2
(um,n + un,m)
nach Gleichung (2.10) eingeführt, resultieren mit
1
2
Cklmn (um,nk + un,mk) + ρ0fl = ρ0ul,tt (2.29)
die Bewegungsgleichungen eines dreidimensionalen Kontinuums. Diese sind partielle Diffe-
rentialgleichungen und stellen ein gekoppeltes Anfangs–Randwertproblem in Abhängigkeit
der Zeitvariablen t und den Wegkoordinaten xl auf. Um das System hinreichend zu beschrei-
ben sind noch Rand– und Anfangsbedingungen zu definieren. Diese können als wesentliche
Randbedingungen
um = um(t) (2.30)
oder mit der Oberflächennormale nm als natürliche Randbedingungen
σmnnm = sn(t) (2.31)
auf dem Rand Γ vorgegeben werden. Die Anfangsbedingungen können für die Verschiebung
um(xl, t = 0) = um0(xl) (2.32)
oder die Geschwindigkeit
vm(xl, t = 0) = vm0(xl) (2.33)
definiert werden.
2.2 Das HAMILTONsche Prinzip
In diesem Abschnitt soll die Herleitung der LAGRANGE–Gleichung mit Hilfe des HAMIL-
TONschen Prinzips erfolgen. Dieses ist ein Integralprinzip und beruht auf dem Prinzip der
minimalen Wirkung. Es ist ein allgemein gültiges Wirkprinzip der Physik und kann z. B. in
der Mechanik, Akustik oder Elektrodynamik verwendet werden.
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Nach diesem Prinzip ist die Lösung der Bewegungsgleichung eine Trajektorie, die das
Funktional
W [x] =
t2∫
t1
L(x, x˙, t)dt (2.34)
minimiert [Neu13]. Daraus folgt direkt die Bedingung
δW = 0. (2.35)
Wird für eine von der Trajektorie x abweichende Trajektorie x+ δx verwendet, so ergibt
x2
x1
x
t1 t t
Abbildung 2.3: Trajektorien bei HAMILTON nach [Neu13]
sich für das Funktional (2.34)
W [x+ δx] = W + δW =
t2∫
t1
(
L+
∂L
∂x
δx+
∂L
∂x˙
δx˙
)
dt+ δ(t1) + δ(t2) (2.36)
und damit direkt die virtuelle Wirkung
δW =
t2∫
t1
(
∂L
∂x
δx+
∂L
∂x˙
δx˙
)
dt = 0. (2.37)
Dabei sind alle Variationen der Trajektorie x zulässig, die die Anfangs– und Endbedingung
δx(t1) = δx(t2) = 0 (2.38)
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erfüllen. Beispielhaft sind dafür mögliche Trajektorien in Abbildung 2.3 dargestellt. Mit der
Produktregel für Ableitungen
d
dt
(
∂L
∂x˙
δx
)
=
∂L
∂x˙
δx˙+
(
d
dt
∂L
∂x˙
)
δx (2.39)
kann Gleichung (2.37) zu
δW =
t2∫
t1
[(
∂L
∂x
− d
dt
∂L
∂x˙
)
δx+
d
dt
(
∂L
∂x˙
δx
)]
dt
=
t2∫
t1
(
∂L
∂x
− d
dt
∂L
∂x˙
)
δx dt+
∂L
∂x˙
δx
∣∣∣∣t2
t1
(2.40)
umgestellt werden. Der Term
∂L
∂x˙
δx
∣∣∣∣t2
t1
muss aufgrund der Variationsdefinition (2.38) null
werden. Da die Variation der Verschiebung δx entlang der Trajektorie nicht immer null sein
muss, ergibt sich aus Gleichung (2.40) die LAGRANGE–Gleichung
∂L
∂x
− d
dt
∂L
∂x˙
= 0. (2.41)
Mit der LAGRANGE–Funktion eines konservativen Systems
L = T − U, (2.42)
die die kinetische Energie T und die potentielle Energie bzw. die Formänderungsenergie U
des Gesamtsystems beinhaltet. Damit können dann die Schwingungsdifferentialgleichun-
gen hergeleitet werden. Die Ausführung der LAGRANGE–Gleichung erfolgt im folgenden
Abschnitt für unterschiedliche Strukturen.
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2.3 Flächen– und Balkentragwerke
In diesem Abschnitt werden die vorher aufgestellten Beziehungen der Kontinuumsmechanik
mit Hilfe der Annahmen für Balken, Platten und Zylinderschalen vereinfacht und reduziert.
Dabei wird von der schubelastischen Platte nach REISSNER und MINDLIN, welche für
kleine Durchbiegungen und bei schubweichen, mitteldicken Platten Verwendung findet,
ausgegangen [Rei45, Min51]. Nach [AAN08] entspricht dies einem Dickenverhältnis von
c/min(a, b) < 0, 2 für mitteldicke Platten. Daraus kann mit Hilfe weiterer Annahmen auf
die schubstarre Platte für dünne Platten mit einem Dickenverhältnis von c/min(a, b) < 0, 1
geschlossen werden. Die Geometrieabmessungen der Platte finden sich in Abbildung 2.4.
Weiterhin können aus den Plattengleichungen auf die Gleichungen für den Balken geschlos-
sen werden, indem die Struktur um eine Raumdimension reduziert wird. Hier spricht man
vom TIMOSHENKO– bzw. BERNOULLI–Balken.
Für dünne Zylinderschalen, die nur in radialer Richtung belastet werden, wird von densel-
ben kinetischen Annahmen wie bei der schubstarren Platte ausgegangen. Die Gleichungen
werden hier aber in Zylinderkoordinaten beschrieben, was einen höheren Aufwand in der
kinematischen Beschreibung bedeutet.
y
x
z
c
a
b
Abbildung 2.4: Plattengeometrie
2.3.1 Schubelastische Platte
Zuerst wird ausführlich auf die schubelastische Platte eingegangen, da sich aus dieser die
anderen ebenen Strukturen herleiten lassen.
2.3.1.1 Kinematische Annahmen
Aus der Verschiebungs–Verzerrungsbeziehung (2.10) unter Vernachlässigung der quadra-
tischen Terme in kartesischen Koordinaten in Matrix–Notation ergibt sich die kompakte
Schreibweise
ε = Fu (2.43)
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mit den Spaltenmatrizen
ε = (εxx, εyy, εzz, εxy, εxz, εyz)
T und u = (ux, uy, uz)
T
und der Matrix des Deformationsoperators
F =
1
2
 2
∂
∂x
0 0 ∂
∂y
∂
∂z
0
0 2 ∂
∂y
0 ∂
∂x
0 ∂
∂z
0 0 2 ∂
∂z
0 ∂
∂x
∂
∂y

T
. (2.44)
Die Verformungen können aus Abbildung 2.5 für den Schnitt y = const. zu
x
z
βx
w
βx
ux
P
P
y
z
βy
w
βy
uy
P
P
Abbildung 2.5: Kinematik der schubweichen Platte für die Schnitte y = const. (links) und
x = const. (rechts)
ux = z sin βx und uz = w − z + z cos βx (2.45)
und für x = const. zu
uy = z sin βy und uz = w − z + z cos βy (2.46)
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hergeleitet werden. Der Winkel βx ist gleich der negativen Verdrehung des geschnittenen
Querschnitts um die y–Achse ϑy. Entsprechend ist der Winkel βy gleich der negativen
Verdrehung des geschnittenen Querschnitts um die x–Achse ϑx. Es wird angenommen, dass
nur kleine Verformungen auftreten und diese deshalb innerhalb einer Biegeschnittfläche
linearisiert werden können. Damit folgen dann die Vereinfachungen
sin βx ≈ βx und cos βx ≈ 1.
Weiterhin verschwindet nach dem schubelastischen Modell nach REISSNER und MINDLIN
die Verformung der Mittelfläche
ux(x, y, z = 0) = 0
uy(x, y, z = 0) = 0
uz(x, y, z = 0) 6= 0
(2.47)
in tangentialer Richtung. Damit gibt es drei voneinander unabhängige Verformungen
u = (zβx(x, y), zβy(x, y), w(x, y))
T (2.48)
mit den Verdrehwinkeln βx, βy und der Plattendurchbiegung w.
Die Verzerrungen können damit mit Hilfe der Gleichung (2.43) zu
εxx =zβx,x (x, y), εyy =zβy,y (x, y),
εzz =0, εxy =
z
2
(βx,y (x, y) + βy,x (x, y)) , (2.49)
εxz =
1
2
(βx(x, y) + w,x(x, y)) , εyz =
1
2
(βy(x, y) + w,y(x, y))
bestimmt werden. Da die Durchbiegung senkrecht zur Plattenmittelfläche nur von den
Koordinaten x, y abhängt, also konstant über die Dicke ist, ist die Verzerrung εzz nach der
kinematischen Herleitung gleich null.
2.3.1.2 Statische Annahmen
Nach [Raa90] kann die Normalspannung σzz als vernachlässigbar klein
|σzz| << min (|σxx|, |σyy|, |σxy|, |σyz|, |σxz|) (2.50)
im Verhältnis zu den übrigen vorhandenen Spannungen angesehen werden. Dies entspricht
allerdings nicht dem ebenen Spannungszustand, da die Schubspannungen σyz und σxz
ungleich null sind. Soll die Normalspannung senkrecht zur Platte berechnet werden, ergibt
sich über die Bedingung εz = 0 unter Verwendung der konstitutiven Gleichungen diese
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Möglichkeit. Da sie aber keinen Anteil an der Formänderungsenergie leistet, wird die
Normalspannung σzz nicht weiter betrachtet.
2.3.1.3 Konstitutive Gleichungen
Die konstitutiven Gleichungen stellen einen Zusammenhang der Verzerrungen mit den
Spannungen her. Es wird dazu im Folgenden auf die unterschiedlichen linear–elastischen
Materialansätze eingegangen. Bei Verwendung eines anisotropen, elastischen Materialver-
haltens kann die Materialmatrix
C =

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C36 C36 C46 C56 C66

(2.51)
bei Vernachlässigung der Normalspannung senkrecht zur Platte σzz = 0 auf
C =

C11 C12 C14 C15 C16
C12 C22 C24 C25 C26
C14 C24 C44 C45 C46
C15 C25 C45 C55 C56
C16 C36 C46 C56 C66
 (2.52)
reduziert werden. Damit kann das HOOKEsche Gesetz unter Bezugnahme der Gleichung
(2.49) für die verbleibenden Spannungen mit
σxx =C11zβx,x +C12zβy,y +C14z (βx,y +βy,x ) + C15(βx + w,x ) + C16(βy + w,y )
σyy =C12zβx,x +C22zβy,y +C24z (βx,y +βy,x ) + C25(βx + w,x ) + C26(βy + w,y )
σxy =C14zβx,x +C24zβy,y +C44z (βx,y +βy,x ) + C45(βx + w,x ) + C46(βy + w,y )
σxz =C15zβx,x +C25zβy,y +C45z (βx,y +βy,x ) + C55(βx + w,x ) + C56(βy + w,y )
σyz =C16zβx,x +C26zβy,y +C46z (βx,y +βy,x ) + C56(βx + w,x ) + C66(βy + w,y )
ausgeschrieben werden. Häufig werden an Stelle der Verzerrungen εkl die Gleitungen
γkl = 2εkl verwendet. Damit ergeben sich dann unterschiedliche Einträge in der Material-
matrix, die aber ineinander überführbar sind.
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Unter der Annahme orthotropen Verhaltens vereinfacht sich die Materialmatrix (2.52) zu
C =

C11 C12 0 0 0
C12 C22 0 0 0
0 0 C44 0 0
0 0 0 C55 0
0 0 0 0 C66
 (2.53)
und das HOOKEsche Gesetz zu
σxx = C11zβx,x +C12zβy,y , σyy = C12zβx,x +C22zβy,y ,
σxy = C44z (βx,y +βy,x ) , σxz = C55(βx + w,x ), (2.54)
σyz = C66(βy + w,y ).
Wird isotropes Materialverhalten vorausgesetzt, gibt es nur noch zwei voneinander unabhän-
gige Materialparameter und die Materialmatrix vereinfacht sich zu
C =

C11 C12 0 0 0
C12 C11 0 0 0
0 0 (C11 − C12) 0 0
0 0 0 (C11 − C12) 0
0 0 0 0 (C11 − C12)
 . (2.55)
Häufig werden anstelle der Einträge der Materialmatrix oder deren Invarianten, der sogenann-
ten Nachgiebigkeitsmatrix D = C−1, die geläufigeren Materialkennwerte Elastizitätsmodul,
Schubmodul und Querkontraktionszahl verwendet. Diese lassen sich aus den Matrizen her-
leiten. So lassen sich beispielsweise für den orthotropen Fall aus der Nachgiebigkeitsmatrix
die bekannten Materialkennwerte mit
D =

1
Ex
−νxy
Ey
0 0 0
−νxy
Ey
1
Ey
0 0 0
0 0
2
Gxy
0 0
0 0 0
2
Gyz
0
0 0 0 0
2
Gxz

(2.56)
bestimmen. Die Materialmatrix wird auch Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Da in dieser Arbeit
der Begriff Steifigkeitsmatrix für die Steifigkeitsmatrix der FE–Formulierung in Kapitel 5
verwendet wird, wird die Matrix C Materialmatrix bezeichnet.
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2.3.1.4 Energie und Bewegungsgleichung
Die allgemeine Formulierung der kinetischen Energie
T =
1
2
∫
V
ρu˙T u˙dV (2.57)
mit der Dichteverteilung ρ = ρ(x, y, z) und des elastischen inneren Potentials
U =
1
2
∫
V
σεTdV (2.58)
einer Struktur werden als bekannt vorausgesetzt und können z.B. [Bet01] entnommen
werden. Mit der Definition der Verschiebungen (2.48) folgt die kinetische Energie
T =
1
2
∫
V
ρ
[
z2
(
β˙2x + β˙
2
y
)
+ w˙2
]
dV (2.59)
einer schubelastischen Platte. Weiterhin können in die Gleichung (2.58) die kinematischen
Beziehungen (2.49) implementiert werden. Damit kann das innere Potential mit
U =
1
2
∫
V
[
C11z
2β2x,x +C22z
2β2y ,y +2C12z
2βy,y βx,x +
1
4
C44z
2 (βx,y +βy,x )
2
+
1
4
C55 (βx + w,x )
2 +
1
4
C66 (βy + w,y )
2
]
dV
für orthotropes Material angegeben werden. Da die Funktionen w, βx, βy von der Koordinate
z unabhängig sind, kann das Volumenintegral
∫
V
dV =
∫
A
c
2∫
− c
2
dzdA (2.60)
des inneren Potentials in das Flächenintegral
U =
1
24
∫
A
[
C11c
3β2x,x +C22c
3β2y ,y +2C12c
3βy,y βx,x +
+
1
4
C44c
3 (βx,y +βy,x )
2 + 3C55c (βx + w,x)
2 + 3C66c (βy + w,y)
2
]
dA
(2.61)
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überführt werden. Wird angenommen, dass ρ = ρ(x, y) unabhängig von z ist, geht Glei-
chung (2.59) mit Gleichung (2.60) in
T =
1
2
∫
A
ρ
[
c3
12
((
β˙x
)2
+
(
β˙y
)2)
+ cw˙2
]
dA (2.62)
über. Als lokale Bewegungsgleichungen ergeben sich dann mit Hilfe der LAGRANGE–
Gleichung (2.41) die gekoppelten Differentialgleichungen
0 =ρc2β¨x + c
2
[
C11βx,xx + C12βy,xy +
1
4
C44(βx,xy + βy,xx + βx,yy + βy,xy)
]
+ 3C55(βx + w,x)
0 =ρw¨ +
1
4
[C55(βx,x + w,xx) + C66(βy,y + w,yy)] (2.63)
0 =ρc2β¨y + c
2
[
C22βy,yy + C12βx,xy +
1
4
C44(βx,yy + βy,xy + βx,xy + βy,xx)
]
+ 3C66(βy + w,y).
Hierbei wird die EULER–LAGRANGE–Gleichung
∂L
∂f
− ∂
∂x1
(
∂L
∂f,1
)
− ∂
∂x2
(
∂L
∂f,2
)
+
∂2
∂x21
(
∂L
∂f,11
)
+
∂2
∂x1∂x2
(
∂L
∂f,12
)
+
· · ·+ ∂
2
∂x22
(
∂L
∂f,22
)
+ (−1)n ∂
n
∂xn2
(
∂L
∂f,22...2
)
= 0
(2.64)
verwendet [CH08]. Die Randbedingungen ergeben sich aus der Einspannungsart. Die An-
fangsbedingungen können ebenfalls vorgegeben werden. Das resultierende DGL–System
kann mit Hilfe des BERNOULLI–Produktansatzes, bei dem die homogene Lösung das Pro-
dukt zweier Funktionen, von denen die eine nur zeit– und die andere nur ortsabhängig ist,
in ein DGL–System überführt werden, das nur noch ortsabhängig ist. Die Lösung dieses
DGL–Systems kann z.B. mit Hilfe des GALERKIN–Ansatzes oder finiter Differenzen gelöst
werden, in einigen Sonderfällen auch analytisch.
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2.3.2 Schubelastische Kreisplatte
Die schubelastische Kreisplatte wird idealerweise in Zylinderkoordinaten beschrieben und
ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Die Annahmen der schubelastischen Platte in kartesischen
Koordinaten (2.49) werden in das Zylinderkoordinatensystem transformiert. Damit können
die Verschiebungen in radialer, tangentialer und axialer Richtung mit
ur = zβr, uϕ = zβϕ, uz = w (2.65)
in Zylinderkoordinaten beschrieben werden [MD54]. Wird Gleichung (2.12) beachtet, kön-
nen die verbleibenden Dehnungen mit
εrr =zβr,r , εϕϕ =
z
r
(βr + βϕ,ϕ ) ,
εrϕ =
z
2
(
1
r
βr,ϕ +βϕ,r−βϕ
r
)
, εrz =
1
2
(βr + w,r ) , (2.66)
εzϕ =
1
2
(
βϕ +
w,ϕ
r
)
εzz =0
ausgedrückt werden. Die Formulierung der Formänderungsenergie erfolgt wie bei der
r
ϕ
r
z
ri
ra
c
Abbildung 2.6: Geometrie der Kreisplatte als Draufsicht (links) und Schnitt (rechts)
schubelastischen Platte in kartesischen Koordinaten und wird nicht noch einmal gesondert
aufgeführt.
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2.3.3 Schubstarre Platte
Für dünne Platten können die für die schubweiche Platte hergeleiteten Grundgleichungen
weiter vereinfacht werden. Dabei wird nach KIRCHHOFF und LOVE angenommen, dass die
Platte schubstarr ist [Lov20]. Mit Hilfe der Abbildung 2.7 können die daraus resultierenden
x
z
w
y
z
βx
ux
w
βy
uy
Abbildung 2.7: Kinematik der schubstarren Platte für die Schnitte y = const. (links) und
x = const. (rechts)
kinematischen Beziehungen
− dw
dx
= tan βx ≈ βx und − dwdy = tan βy ≈ βy (2.67)
hergeleitet werden. Damit können die Verformungen der starren Platte mit
u = (−zw,x , −zw,y , w)T (2.68)
definiert werden. Die Verzerrungen können dann nach Gleichung (2.52) mit
εxx =− zw,xx , εyy =− zw,yy , εzz =0,
εxy =− zw,xy , εxz =0, εyz =0 (2.69)
beschrieben werden. Hier liegt demzufolge ein ebener Verzerrungszustand vor, bei dem
weiterhin die Normalspannung σzz als vernachlässigbar klein angesehen wird. Damit kann
das HOOKEsche Gesetz für die schubstarre Platte mit Hilfe der Gleichung (2.49) ohne die
Normalspannung σzz mit
σxx =C11zw,xx +C12zw,yy +C14zw,xy , σyy =C12zw,xx +C22zw,yy +C24zw,xy
σxy =C14zw,xx +C24zw,yy +C44zw,xy , σxz =C15zw,xx +C25zw,yy +C45zw,xy (2.70)
σyz =C16zw,xx +C26zw,yy +C46zw,xy
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aufgestellt werden. Bei orthotropem Verhalten vereinfacht sich das HOOKEsche Gesetz zu
σxx =C11zw,xx +C12zw,yy , σyy =C12zw,xx +C22zw,yy ,
σxy =C44zw,xy , σxz 6=0, σyz 6=0, (2.71)
was nicht mit der statischen Bilanzgleichung σkl,k = 0 aus Gleichung (2.22) verträglich ist.
Nach Herleitung des Gleichgewichts müssen die Schubspannungen σxz und σyz von null
verschieden sein. Damit müssen die Schubmodule Gxz = C55 und Gyz = C66 unendlich
groß sein, damit es zu endlichen Spannungswerten für σxz und σyz kommt. Daraus resultiert
die Bezeichnung schubstarr.
Das innere Potential führt auf das Volumenintegral
U =
1
2
∫
V
[
C11z
2w,2xx +C22z
2w,2yy +2C12z
2w,xxw,yy +C44z
2w,2xy
]
dV,
da zwar im Allgemeinen die Schubspannungen σxz und σyz 6= 0 sind, aber die Schub-
verzerrungen εxz und εyz = 0 sind und somit keinen Beitrag für das innere Potential
liefern. Die Formänderungsenergie kann dann äquivalent zur schubelastischen Platte in das
Flächenintegral
U =
1
24
c3
∫
A
[
C11w,
2
xx +C22w,
2
yy +2C12w,xxw,yy +C44w,
2
xy
]
dA (2.72)
überführt werden. Da für eine zweimal differenzierbare Funktion f(x, y) die Beziehung
2
∫
y
∫
x
f,xx f,yy dxdy =
∫
y
∫
x
f,2xy dxdy
gilt [BSM93], kann die Formänderungsenergie zu
U =
1
24
c3
∫
A
[
C11w,
2
xx +C22w,
2
yy + (C12 + C44)w,
2
xy
]
dA, (2.73)
zusammengefasst werden. Die kinetische Energie kann äquivalent zu Gleichung (2.57) mit
dem Verschiebungsansatz (2.68) mit
T =
1
2
∫
V
ρ
(
z2w˙,2x +z
2w˙,2y +w˙
2
)
dV (2.74)
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gebildet werden. Wird auch diese über die Plattendicke mit
T =
1
24
∫
A
ρ
(
c3w˙,2x +c
3w˙,2y +12cw˙
2
)
dA (2.75)
integriert und die LAGRANGE–Gleichung (2.41) für die Gleichungen (2.73) und (2.75)
ausgeführt, ergibt sich die Differentialgleichung
0 = ρcw¨ + c3 [C11w,xxxx +C22w,yyyy +(C12 + C44)w,xxyy ] (2.76)
der schubstarren Platte.
2.3.4 Schubstarre Kreisplatte
Die schubstarre Kreisplatte wird idealerweise in Zylinderkoordinaten beschrieben. Die An-
nahmen der schubstarren Platte in kartesischen Koordinaten (2.68) werden in das Zylinder-
koordinatensystem transformiert. Damit können die Verschiebungen in radialer, tangentialer
und axialer Richtung mit
ur = −zw,r uϕ = −z1
r
w,ϕ uz = w (2.77)
beschrieben werden [Sza01, Göl91]. Hier wird wiederum vorausgesetzt, dass nur die Deh-
nungen in der Plattenebene ε = [εrr, εϕϕ, εrϕ] von Interesse sind. Werden die Verschiebungs–
Verzerrungsbeziehungen in Zylinderkoordinaten (2.12) beachtet, können die verbleibenden
Dehnungen mit
εrr = zw,rr , εϕϕ = −z
(
1
r2
w,ϕϕ +
1
r
w,r
)
, εrϕ = z
(
1
r2
w,ϕ−1
r
w,rϕ
)
(2.78)
ausgedrückt werden. Die Energieformulierungen sind wieder äquivalent zu denen der schub-
starren Platte in kartesischer Beschreibung und werden hier nicht noch einmal aufgeführt.
2.3.5 Schubweicher Balken
Der schubelastische Balken, der von TIMOSHENKO hergeleitet wurde, kann als eindimensio-
nale schubelastische Platte angesehen werden. Für die in Abbildung 2.8 dargestellte Struktur
gelten dann die Verformungen
u = (−zβx(x), 0, w(x))T . (2.79)
Die Verdrehung des Querschnittes βx wird in diesem Fall üblicherweise mit einem negativen
Vorzeichen versehen. Prinzipiell ist die Wahl der Koordinatenrichtung frei wählbar. Wie
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Abbildung 2.8: Kinematik des schubweichen Balkens
in der gängigen Literatur (z.B. [AAN08, Sza01]) wird die Definition wie beschrieben für
Platten und Balken unterschiedlich verwendet.
Die Dehnungen ungleich null ergeben sich mit Gleichung (2.52) zu
εxx = −zβx,x und εxz = 1
2
(−βx + w,x ) (2.80)
und die Spannungen ungleich null zu
σxx = −C11zβx,x , σyy = −C12zβx,x , σxz = 1
2
C55 (−βx + w,x ) . (2.81)
Da nur noch die zwei Verzerrungen einen Beitrag zum inneren Potential liefern und die
Dehnungen unabhängig von y sind, vereinfacht sich dieses zu
U =
1
2
∫
x
∫
y
∫
z
[
C11z
2β2x,x +
1
4
C55 (−βx + w,x)2
]
dxdydz.
Mit der Definition des Flächenträgheitsmomentes um die y–Achse
Iyy =
∫
y
∫
z
z2dydz
und der Querschnittfläche
A =
∫
y
∫
z
dydz
kann das innere Potential mit
U =
1
2
∫
x
[
C11Iyyβ
2
x,x +
1
4
C55A (−βx + w,x )2
]
dx (2.82)
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beschrieben werden. Das innere Potential kann auch alternativ mit den beiden Materialkon-
stanten C11 und C12 mit
U =
1
2
∫
x
[
C11
(
Iyyβ
2
x,x +
1
4
A (−βx + w,x)2
)
− C12
1
4
A (−βx + w,x)2
]
dx (2.83)
beschrieben werden. Es findet sich in dieser Gleichung häufig noch ein Schubkorrekturfak-
tor kS (z. B. bei [Sza01]), der sich aber nicht aus dieser Herleitung ableiten lässt. Da die
Schubspannung σxz an den Rändern z = −c/2, z = c/2 aufgrund der Randbedingungen
null sein muss, aber die Schubspannung konstant über den Querschnitt ist, dient der Schub-
korrekturfaktor dazu, eine äquivalente Schubfläche zu definieren.
Die kinetische Energie kann mit
T =
1
2
∫
x
∫
y
∫
z
ρ
(
z2β˙x
2
+ w˙2
)
dydzdx (2.84)
definiert werden. Auch hier kann über die Koordinaten y und z integriert werden, so dass
sich für die kinetische Energie
T =
1
2
∫
x
ρ
(
Iyyβ˙x
2
+ Aw˙2
)
dx (2.85)
ergibt. Wiederum kann die LAGRANGE–Gleichung (2.41) für die Gleichungen (2.83)
und (2.85) ausgeführt werden und es resultieren die beiden Differentialgleichungen
0 =4Iyyβ¨x + 4C11Iyyβx,xx− (C11 − C12)A (−βx + w,x )
0 =4ρw¨ + (C11 − C12) (−βx,x +w,xx ) .
(2.86)
2.3.6 Schubstarrer Balken
Ebenso wie die schubelastische Platte und der schubelastische Balken korrespondieren, ist
auch der schubstarre Balken, der von BERNOULLI hergeleitet worden ist, die eindimensio-
nale Variante der schubstarren Platte. Für die in Abbildung 2.9 dargestellte Struktur gelten
dann die Verformungen
u = (−zw(x),x , 0, w(x))T (2.87)
unter Annahme kleiner Winkel. Daraus ergibt sich die verbleibende Verzerrung ungleich
null
εxx = −zw(x),xx (2.88)
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x
z
w
βx
ux
Abbildung 2.9: Kinematik des schubstarren Balkens
und die Spannung mit dem Materialparameter C11 ungleich null
σxx = −C11zw,xx .
Das innere Potential lässt sich dann äquivalent zu dem des schubweichen Balkens mit
U =
1
2
∫
x
∫
y
∫
z
C11z
2 (w,xx )
2 dzdydx =
1
2
∫
x
C11Iyy (w,xx )
2 dx (2.89)
herleiten. Die kinetische Energie ergibt
T =
1
2
∫
x
∫
y
∫
z
ρ
(
z2 (w˙,x )
2 + w˙2
)
dydzdx =
1
2
∫
x
ρ
[
Iyy (w˙,xx )
2 + Aw˙2
]
dx (2.90)
und die Bewegungsgleichung lässt sich schließlich mit der LAGRANGE–Gleichung 2.41
0 = ρAw¨ + C11Iyyw,xxxx (2.91)
unter Vernachlässigung der Drehträgheit dJ = ρIyydx angeben. Auch hier sei noch einmal
auf die Unverträglichkeit der Bilanz σkl,k = 0 hingewiesen.
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2.4 Dünne Zylinderschalen
2.4.1 Kinematik
In Abbildung 2.10 sind die kinematischen Beziehungen der der Zylinderschale dargestellt.
Nach [Flü62] und [Wau08] kann mit den in dieser Abbildung gezeigten Koordinaten die
Axialverschiebung eines Punktes P außerhalb der Mittelfläche
uzP = uz − riur,r (2.92)
mit Hilfe der Axialverschiebung der Mittelfläche uz und der radialen Verdrehung beschrieben
werden. Dieser Fall ist äquivalent zur schubstarren Platte, d.h es gelten hier die Annahmen
bzgl. des Verformungsverhaltens analog denen der schubstarren Platte. Die Radialkoordinate
r = ri + rm ist mit −h/2 ≤ ri ≤ h/2 begrenzt. Die Verschiebung in tangentialer Richtung
r
z
ϕ
rm
A
A0 A′
ur
ri
A′0
uϕ
z = const. ϕ = const.
A0
A
A′
A′0
uzp
uz
ur
riur,r
Abbildung 2.10: Kinematik der Zylinderschale für die Schnitte z = const. (links) und ϕ =
const. (rechts)
uϕP =
rm + ri
rm
uϕ − ri
rm
ur,ϕ (2.93)
kann mit Hilfe der Tangentialverschiebung der Schalenmittelfläche und der Änderung der
Radialverschiebung in tangentialer Richtung beschrieben werden. Die Verschiebung in
radialer Richtung
urP = ur(ϕ, z) (2.94)
entspricht der Radialverschiebung der Schalenmittelfläche und hängt damit nicht von der
radialen Komponente ab. Damit können die Verschiebungen mit
u =
(
ur,
rm + ri
rm
uϕ − ri
rm
ur,ϕ, uz − riur,r
)T
(2.95)
in einem Zylinderkoordinatensystem zusammengefasst werden.
Es ergeben sich mit Hilfe der Gleichung (2.12) die Dehnungen unter der Annahme, dass die
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Verschiebungen unabhängig von der Radialkoordinate sind, zu
εrr =ur,r 6= 0
εϕϕ =
ur
rm + ri
+
1
rm
uϕ,ϕ − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕϕ
εzz =uz,z − riur,zz
εrϕ =
1
2
(
rm − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕ − 1
rm
wϕ
)
≈ 0
εrz =
1
2
ur,z ≈ 0
εϕz =
1
2
(
rm + ri
rm
uϕ,z +
1
ri + rm
uz,ϕ −
(
ri
rm
+
ri
rm + ri
)
ur,zϕ
)
.
(2.96)
Die Dehnung in radialer Richtung ergibt sich aus der kinetischen Bedingung, dass die
Normalspannung in radialer Richtung verschwindet. Damit ergibt sich für orthotropes
Material die Radialdehnung
εrr =
1
C11
(C12εϕϕ + C13εzz) , (2.97)
welche sich bei isotropem Materialverhalten mit Hilfe der Querkontraktionszahl ν mit
εrr = −ν (εϕϕ + εzz) (2.98)
beschreiben lässt.
2.4.2 Konstitutive Gleichungen
Ausgegangen wird von einem orthotropen Materialansatz. Dabei gelten die Steifigkeitskenn-
werte in radialer, tangentialer und axialer Richtung. Weiterhin wird wie bei der schubstarren
Platte davon ausgegangen, dass sowohl die radiale Normalspannung als auch die Schub-
verzerrungen in radialer Richtung vernachlässigbar sind. Damit können die verbleibenden
Spannungen mit Gleichung (2.96) und Gleichung (2.26) mit
σϕϕ =C22
(
ur
rm + ri
+
1
rm
uϕ,ϕ − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕϕ
)
+ C23 (uz,z − riur,zz)
σzz =C23
(
ur
rm + ri
+
1
rm
uϕ,ϕ − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕϕ
)
+ C33 (uz,z − riur,zz)
σϕz =
1
2
C66
(
rm + ri
rm
uϕ,z +
1
ri + rm
uz,ϕ −
(
ri
rm
+
ri
rm + ri
)
ur,zϕ
)
angegeben werden.
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2.4.3 Energie
Die Formänderungsenergie kann dann für die Zylinderschale mit Gleichung (2.27) und
Gleichung (2.96) mit
U =
1
2
∫
V
[
C22
(
ur
rm + ri
+
1
rm
uϕ,ϕ − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕϕ
)2
+ C33 (uz,z − riur,zz)2
+ 2C23 (uz,z − riur,zz)
(
ur
rm + ri
+
1
rm
uϕ,ϕ − ri
(rm + ri) rm
ur,ϕϕ
)
+
1
4
C66
(
rm + ri
rm
uϕ,z +
1
ri + rm
uz,ϕ −
(
ri
rm
+
ri
rm + ri
)
ur,zϕ
)2]
dV
(2.99)
berechnet werden. Dabei ist das infinitesimale Volumen mit dV = (rm+ri)dridϕdz definiert.
Die kinetische Energie der Zylinderschale ergibt sich in zylindrischen Koordinaten zu
T =
1
2
∫
V
ρ
(
u˙2r +
(
rm + ri
rm
u˙ϕ − ri
rm
u˙r,ϕ
)2
+ (u˙z − riu˙r,r)2
)
dV. (2.100)
Die aus den Energien herleitbaren Schwingungsdifferentialgleichungen sind hier nicht
aufgeführt. Diese sind aber z.B. in [Flü62] zu finden.
2.5 Polynomiale Chaos–Approximation
Die Polynomiale Chaostheorie (PC–Methode) kann zur Approximation unsicherer Parame-
ter eines Input/Output-Systems verwendet werden. Sie basiert auf den Arbeiten von [Wie38]
und [CM47]. Aufgegriffen wurde die Theorie dann ca. fünfzig Jahre später vor allem
von [GS91, GS93, GK96, GG07] und für die FE–Berechnung zugänglich gemacht. Eine
weitere grundlegende Arbeit wurde von [Isu99] und [Nie07] vorgestellt, während sich die
Arbeiten [Sep09, SMH06] auf mechanische Systeme beziehen.
Der wichtigste Bestandteil der PC-Methode ist die Projektion, also das Überführen eines
stochastischen Systems in ein deterministisches System. Die Lösung des deterministischen
Systems ist dabei eine Näherung des stochastischen Systems. Dabei werden sowohl die
Eingangs– als auch die Ausgangsgrößen des stochastischen Systems durch einen Polynoman-
satz angenähert. Werden hierfür orthogonale Polynome verwendet, können alle Momente
der Verteilung direkt berechnet werden. Ein weiterer großer Vorteil der PC-Methode besteht
in der nur einmaligen Berechnung der deterministischen Koeffizienten des Polynoms für
den gesamten Lösungsprozess. Die Koeffizienten können dann auch zur Formulierung der
stochastischen Lösung verwendet werden.
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Während die Monte–Carlo–Simulation, die in dieser Arbeit als Referenzmethode verwendet
wird, eine sehr große Anzahl an Stichproben benötigt, liefert die PC-Methode ein gekoppel-
tes deterministisches Gleichungssystem zum Ermitteln der deterministischen Koeffizienten.
Die Größe des Gleichungssystems hängt von der Ordnung der PC-Entwicklung, dem Typ
des als Basis verwendeten orthogonalen Polynoms und von der Anzahl der stochastischen
Variablen ab.
Abweichungen deterministischer Größen in einer allgemeinen Systemanalyse können in
aleatorische und epistemische Unsicherheiten unterteilt werden [Kne04]. Aleatorische Un-
sicherheiten können auch als natürliche oder objektive Unsicherheiten, epistemische auch
als Prozessunsicherheiten aufgefasst werden. Die Prozessunsicherheiten enthalten dabei
sowohl die Modell– als auch die Parameterunsicherheiten [Nie07]. In den hier verwendeten
Simulationen werden die natürlichen Unsicherheiten (z. B. Materialeigenschaften) und die
Parameterunsicherheiten (z. B. Geometrieabmessungen) berücksichtigt, eine Modellunsi-
cherheit wird nicht implementiert.
Die mathematische Quantifizierung physikalischer Unsicherheiten kann nach [Sep09] auch
in die folgenden drei Kategorien eingeteilt werden:
Anti–Optimierung (worst–case Szenario) Bei sehr wenigen Informationen der Unsi-
cherheiten können häufig dennoch Abschätzungen für die obere und untere Grenze
einer Analyse getroffen werden [EHF94].
Possibilistisch Hier liegen die Unsicherheiten in einem genau definierbaren Bereich und
können innerhalb dieser Grenzen verteilungslos beschrieben werden. Fuzzy–Logik
und Intervallanalyse sind hierfür Beispiele [MH11].
Probabilistisch Ist eine Unsicherheit der Eingangsgröße eines Systems mit Hilfe einer Zu-
fallsgröße und deren Verteilung beschreibbar, kann die Verteilung der Ausgangsgrößen
ermittelt werden. Die Verteilung der Ausgangsgrößen kann dabei nicht die Modellunsi-
cherheiten abbilden. Das bekannteste Verfahren ist die MC–Simulation [RC04, LB09]
und die Spektraltechnik, der auch die PC–Methode zugeordnet werden kann.
2.5.1 Begrifflichkeiten
Da im Folgenden immer wieder Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung verwendet wer-
den, sollen diese in aller Kürze hier noch einmal aufgeführt werden. Sie richten sich
nach [TK02, BSM93] .
Wahrscheinlichkeitsraum Der Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus dem Paar (Ω, P ).
Dabei ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die jedem elementaren Ereignis aus
der Menge von elementaren Ereignissen Ω seine Wahrscheinlichkeit zuordnet.
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Zufallsvariable Die Zufallsvariable η ordnet einem möglichen Ereignis aus der Gesamt-
heit der Ereignisse eine reelle Zahl zu und kann als Funktional beschrieben werden.
Es gibt sowohl stetige als auch diskrete Zufallsvariablen.
Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Der Wert an der Stel-
le η0 einer Verteilungsfunktion
F (η) = P (η < η0) (2.101)
ist gleichzusetzen mit der Wahrscheinlichkeit P , dass die Zufallsvariable η einen
kleineren Wert als η0 annimmt. Es ist einsichtig aus Gleichung (2.101), dass
lim
η→∞
P = 1 (2.102)
gelten muss.
Die Ableitung der Verteilungsfunktion F
f =
dF
dη
(2.103)
ergibt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f und wird häufig mit PDF (probabi-
lity density function) abgekürzt. Für diese Funktion finden sich bekannte stetige
Beschreibungen (z. B. GAUSS, WEIBULL). Das Integral
∞∫
−∞
fdη = 1 (2.104)
der PDF muss immer eins werden.
Abhängig davon, ob die Zufallsvariable η diskret oder stetig ist, ist auch die Vertei-
lungsfunktion F und die PDF f jeweils diskret oder stetig.
Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung Das erste Moment µ wird als
Erwartungswert bezeichnet. Das zweite zentrale Moment µ2 heißt Varianz von η.
Die Wurzel der Varianz ist die Standardabweichung σ von η. Bei einer stetigen
Zufallsvariablen können diese Werte mit
µ =
∞∫
−∞
ηfdη, µ2 =
∞∫
−∞
(η − µ)2fdη, σ = √µ2 (2.105)
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und bei einer diskreten Zufallsvariablen mit N Werten mit
µ =
1
N
N∑
i
ηi, µ2 =
N∑
i
(ηi − µ)2fi, σ = √µ2 (2.106)
bestimmt werden.
2.5.2 Monte–Carlo–Simulation
Die MC–Simulation ist eine Simulation eines Zufallsexperiments unter Verwendung von
diskreten Zufallsvariablen. Die Anwendung der MC–Simulation zur Beschreibung stetiger
PDF erfolgt über eine Approximation. Es wird eine stetige eindimensionale Zufallsvariable
Θ(η) angenommen. Diese soll die diskrete n–dimensionale Zufallsvariable η eindeutig
beschreiben. Dann kann der Erwartungswert näherungsweise mit
µ =
∞∫
−∞
ηΘdη ≈ 1
n
n∑
i
Θ(ηi) (2.107)
berechnet werden. Die Lösung der stetigen Beschreibung wird durch Einsetzen von Zufalls-
zahlen angenähert. Weiterhin kann mit
∞∫
−∞
Θfdη ≈ 1
n
n∑
i
(Θ(ηi) + σ(ηi)) (2.108)
über die integrale Form die PDF beschrieben werden.
2.5.3 Die Polynomiale Chaostheorie
Die Beschreibung der PC–Methode, wie sie im Folgenden verwendet wird, basiert im
Wesentlichen auf den Arbeiten von [Sep09] und [Isu99]. Ausgangspunkt ist, wie schon bei
der MC–Simulation, eine stetige Zufallsvariable χ. Diese kann mit der mehrdimensionalen
Zufallsvariablen ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) über die Reihenentwicklung
χ =
∞∑
i=0
βiΨi(ξ) (2.109)
beschrieben, beziehungsweise bei einer endlichen Zahl von deterministischen Vorfakoren βi
mit
χ ≈
k∑
i=0
βiΨi(ξ) (2.110)
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approximiert werden. Die verwendeten Polynome Ψi sind dabei orthogonal und richten sich
nach der Verteilungsfunktion wie in Tabelle 2.1 dargestellt. Damit kann mit der GALERKIN–
Tabelle 2.1: Auswahl orthogonaler Polynome
Verteilung Polynom Definitionsbereich
GAUSS HERMITE [−∞,∞]
Gleich LEGENDRE [−1, 1]
Gamma LAGUERRE [0,∞]
Beta JACOBI [−1, 1]
Methode die Integralgleichung
∫
Ω
χΨk(ξ)f(ξ)dξ =
∫
Ω
( ∞∑
i=0
βiΨi(ξ)
)
Ψk(ξ)f(ξ)dξ (2.111)
aufgestellt werden. Hierbei ist die Straffunktion f die PDF, und das Integral wird über
einen repräsentativen Bereich Ω des Wahrscheinlichkeitsraums durchgeführt. Repräsentativ
bedeutet in diesem zusammenhang, dass die ausgewählte Bereich von Ereignissen auf die
Grundgesamtheit der Ereignisse übertragen werden kann. Aufgrund der Orthogonalität der
Polynome Ψi gilt für das Skalarprodukt
< Ψm,Ψn >= 0 falls m 6= n. (2.112)
Damit geht Gleichung (2.111) in∫
Ω
χΨi(ξ)f(ξ)dξ = βi
∫
Ω
ΨiΨi(ξ)f(ξ)dξ (2.113)
über, welche zur Bestimmung der Unbekannten βi benutzt wird. Gleichung (2.113) wird
auch als PC–Transformationsgleichung bezeichnet.
Eine GAUSS–Normalverteilung wird durch den Term erster Ordnung abgebildet. Demzufol-
ge sind höhere Terme nur bei komplexeren Verteilungen notwendig.
Da der Definitionsbereich der verwendeten Polynome (und damit der Zufallsvariablen ξ)
nicht zwangsläufig mit dem Definitionsbereich des Unsicherheitsparameters χ überein-
stimmt, ist eine Transformation der Definitionsbereiche∫
Ω1
f1(χ)dχ =
∫
Ω2
f2(ξ)dξ (2.114)
möglich.
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2.5.3.1 Implementierung von HERMITE–Polynomen
HERMITE–Polynome eignen sich zur Beschreibung von Normalverteilungen. Werden für
die Polynomfunktionen Ψi diese HERMITE–Polynome
Hn(ξ) = (−1)neξ2 d
n
dξn
eξ
−2
(2.115)
eingeführt, führt Gleichung (2.110) zu
χ ≈
k∑
i=0
βiH i(ξ), (2.116)
wobei k abhängig von der Anzahl q der Zufallsvariablen ξi und der verwendeten Ordnung
des HERMITE–Polynoms p mit
k =
(p+ q)!
p!q!
− 1 (2.117)
ist. Die ersten vier Polynome sind in Abbildung 2.11 dargestellt. Ein zweidimensionales
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Abbildung 2.11: HERMITE–Polynome im 1–D–Raum
HERMITE–Polynom kann beispielsweise mit
Hmn(ξ1, ξ2) = (−1)m+neξ21+ξ22 d
m+n
dξm1 dξn2
e−ξ
−2
1 −ξ−22 (2.118)
beschrieben werden [Wün00]. Die Werte m,n bezeichnen den jeweiligen Polynomgrad
für die Variablen ξ1, ξ2. Für eine Zufallsvariable χ, die in Abhängigkeit von den zwei
Zufallsvariablen ξ1, ξ2 mit der Ordnung p = 2 beschrieben werden soll, lässt sich das
2–D–HERMITE–Polynom zweiter Ordnung mit
χ ≈ β0 + β1ξ1 + β2ξ2 + β3(ξ21 − 1) + β4(ξ22 − 1) + β5ξ1ξ2 (2.119)
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angeben.
2.5.3.2 Implementierung von LEGENDRE–Polynomen
LEGENDRE–Polynome eignen sich zur Beschreibung von Gleichverteilungen. Das 1–D–
LEGENDRE–Polynom
Ln(ξ) =
1
2n n!
dn(x2 − 1)n
dξn
(2.120)
kann in die Gleichung (2.110) eingesetzt werden, so dass sich
χ ≈
k∑
i=0
βiLi(ξ) (2.121)
ergibt. In Abbildung 2.12 sind die vier ersten Polynome dargestellt.
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Abbildung 2.12: LEGENDRE–Polynome im 1–D–Raum
2.5.4 Beschreibung unsicherer Systeme
In der Mechanik auftretende Systeme können entweder analytisch bzw. numerisch gelöst
oder als Black–Box–Modell aufgefasst werden. Da, wie schon erwähnt, in dieser Arbeit keine
Modellunsicherheiten berücksichtigt werden, können die Unsicherheiten beider Systeme
ausschließlich aus den Eingabeparametern resultieren. Sind diese teilweise oder auch gesamt
stochastisch verteilt, folgt zwangsläufig eine stochastische Verteilung der Ausgangsgrößen.
Wenn nun die unsicheren Eingangsgrößen mit Hilfe der PC–Methode darstellbar sind,
können auch die Ausgangsgrößen mit Hilfe der PC–Methode approximiert werden. Der
schematische Ablauf dieser Vorgehensweise ist in Abbildung 2.13 dargestellt.
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Unbekannte deterministische Funktionen
....
Output 1: g1(ξi, yi) =
∑∑
w1jΨj(ξi)
Output 2: g2(ξi, yi) =
∑∑
w2jΨj(ξi)
Input 1: X1 =
∑
x1iH1i(ξ1)
Input 2: X2 =
∑
x2iL2i(ξ2)
. . .+ f(y1, . . . , ym) deterministisch System
Abbildung 2.13: Schematischer Ablauf bei einem unsicheren System unter Verwendung der
PC–Methode in Anlehnung an [Sep09]
2.5.5 Approximation vorgegebener
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
In den Anwendungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, sind die Eingabeparameter
unsicher. Ist von einem Eingabeparameter die PDF bekannt, kann diese mit der PC–Methode
approximiert werden. Dies wird am Beispiel der zwei gebräuchlichsten Verteilungen —
Normal– und Gleichverteilung — durchgeführt. Weitere Verteilungen finden sich in [Sep09].
2.5.5.1 Normalverteilung
Die Normalverteilung kann mit dem Erwartungswert µ und der Standardabweichung σ mit
f1(χ) = e
−
1
2
(χ− µ
σ
)2
(2.122)
über die PDF allgemein beschrieben werden. Die zur Approximation der Normalverteilung
verwendeten HERMITE–Polynome sind bezüglich der Nullstelle symmetrisch (2.11). Daher
bietet sich die Beschreibung mit der Standardnormalverteilung
f2(ξ) = e
−
1
2
ξ2
, (2.123)
für die Zufallsvariable ξ des HERMITE–Polynoms an. Für diese gilt µ = 0, σ = 1. Setzt
man Gleichung (2.122) und (2.123) in Gleichung (2.114) ein, erhält man
χ∫
−∞
e
−
1
2
χ− µ
σ
2
dχ =
ξ∫
−∞
e
−
1
2
ξ2
dξ (2.124)
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und damit die Substitutionsbeziehung
χ = µ+ σξ, (2.125)
die schon die bestmögliche Approximation der Normalverteilung mit Hilfe von HERMITE–
Polynomen darstellt. Die Zufallsvariable ξ ist dabei standardnormalverteilt.
2.5.5.2 Gleichverteilung
Falls der unsichere Parameter χ gleich verteilt ist, kann die PDF mit
f1(χ) =
1
b− a (2.126)
für den Bereich a < χ < b ausgedrückt werden. Da das verwendete LEGENDRE–Polynom
einen Definitionsbereich von −1 < ξ < 1 hat, muss die PDF mit
f2(ξ) =
1
2
(2.127)
gebildet werden. Setzt man die Gleichungen (2.126) und (2.127) in Gleichung (2.114) ein,
ergibt sich
χ∫
a
1
b− adχ =
ξ∫
−1
1
2
dξ
⇒ χ =1
2
(b− a)(ξ − 1) + b (2.128)
die stochastische Funktion χ(ξ). Mit Gleichung (2.121) ergibt sich dann die Funktion
χ =
1
2
(b− a)(ξ − 1) + b =
k∑
i=0
βiLi(ξ) (2.129)
und damit die Implementierung des Approximationsansatzes. Die PC–Koeffizienten sind
mit β0 = (b+ a)/2 und β1 = (b− a)/2 gegeben. Diese PC–Koeffizienten können für die
verwendeten LEGENDRE–Polynome auch mit Gleichung (2.113) mit
βi =
1∫
−1
[
1
2
(b− a)(ξ − 1) + b
]
Li(ξ)
1
2
dξ
1∫
−1
LiLi(ξ)
1
2
dξ
(2.130)
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gebildet werden, was ebenfalls zu den unbekannten Vorfaktoren βi führt. Diese Möglichkeit
ist in Anhang A.1 ausgeführt.
2.5.6 Bestimmung der PC–Koeffizienten mit Hilfe der
Kollokationsmethode
Nicht immer sind die Art der Verteilung und deren Momente bekannt oder ersichtlich,
beispielsweise bei experimentell ermittelten Verteilungen aber auch bei zu bestimmenden
Ausgangsgrößen eines Systems. Eine Methode zur Bestimmung der PC–Koeffizienten
für diese Fälle wird von [Isu99] bereitgestellt und beruht auf der Methode der kleinsten
Quadrate (LSM). Sind von einem Zufallsparameter χ die Werte (χ1, χ2, . . . , χn) und die
zugehörigen Werte (ξ1, ξ2, . . . , ξn) der Zufallsvariablen ξ bekannt, kann an einer Anzahl an
ausreichenden Stützstellen die Zielfunktion
n∑
i=1
(
Ψj(ξ
i)χi −
m∑
j=0
βjΨi(ξ
i)Ψj(ξ
i)
)2
→ min (2.131)
mit den Straffaktoren (Ψj(ξ1),Ψj(ξ2), . . . ,Ψj(ξn)) und der Ordnung m der PC–Funktion
gebildet werden. Daraus ergibt sich das Gleichungssystem
m∑
j=0
Ψ0(ξ
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m∑
j=0
Ψ0(ξ
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2)Ψj(ξ
2)
...
...
...
m∑
j=0
Ψ0(ξ
n)Ψj(ξ
n) · · ·
m∑
j=0
Ψm(ξ
n)Ψj(ξ
n)


β0
β1
...
βm
 =

m∑
j=0
Ψj(ξ
1)χ1
m∑
j=0
Ψj(ξ
2)χ2
...
m∑
j=0
Ψj(ξ
n)χn

(2.132)
zur Bestimmung der Vorfaktoren β1, . . . , βm über einen Koeffizientenvergleich.
2.5.7 Anwendungen
Anhand von zwei Beispielen soll im Folgenden die PC–Methode im Vergleich zur MC–
Simulation für ein analytisches und ein Black–Box–Modell anschaulich gemacht werden.
Zuerst wird die stochastische Verteilung der ersten Eigenkreisfrequenz einer schubstar-
ren Platte analytisch mit Hilfe der PC–Methode approximiert. Anschließend erfolgt die
Bestimmung eines resultierenden Federkennwertes unter Annahme unsicherer Ausgangsfe-
derkennwerte.
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2.5.7.1 Bestimmung der Verteilung der ersten Eigenfrequenz einer Platte
Ein einfaches, eindimensionales Beispiel soll die PC-Methode für analytisch lösbare Pro-
bleme aufzeigen. Dabei ist die Verteilung der ersten Eigenfrequenz einer schubstarren
Rechteckplatte mit den in Abbildung 2.4 dargestellten Abmessungen a, b, c gesucht, bei
der der Elastizitätsmodul als Eingangsgröße unsicher ist. Die Platte sei an den Rändern
verschiebungs– und momentenfrei gelagert. Nach [Wau08] ergibt sich die erste Eigenfre-
quenz für a > b zu
ω = pi2
1
a
2
√
Eh2
12(1− ν2)ρ. (2.133)
Der Elastizitätsmodul sei dabei normal verteilt mit dem Erwartungswert µ = 100 000 MPa
und der Standardabweichung σ = 10 000 MPa.
Diese Verteilung wird zum einem mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode mit 20 000 Zufalls-
werten angenähert. Diese können in einer Spaltenmatrix der diskreten ZufallsvariablenEMC
zusammengefasst werden. Um die Verteilung der Ausgangsgröße Eigenkreisfrequenz zu
bestimmen, werden bei der Verwendung der Monte-Carlo-Methode für die 20 000 Zufalls-
werte des Elastizitätsmoduls die zugehörigen Ergebnisse der Eigenkreisfrequenz ermittelt.
Zum anderen wird eine Projektion vom statistischen in den deterministischen Raum der
Eingangsgröße Epc nach Gleichung (2.125) mit Hilfe der Funktion
Epc (ξ) = µ+ σξ (2.134)
mit der normalverteilten Zufallsvariablen ξ durchgeführt. An n Stützstellen dieser Zufalls-
variablen wird die Gleichung (2.133) gelöst. In diesem Beispiel ist n = 8. Damit ergibt sich
die Spaltenmatrix ωpc mit n Einträgen. Mit der Definition des HERMITE–Polynoms zweiter
Ordnung
ωH = β0 + β1ξ + β2
(
ξ2 − 1) (2.135)
kann das Gleichungssystem mit Hilfe des Kollokationsverfahrens und Gleichung (2.132)
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 (2.136)
aufgestellt und die Parameter βi bestimmt werden. Dabei kann der Term ξi + ξ2i als Wich-
tungsfaktor für die jeweilige Gleichung angesehen werden. Damit sind für dieses Vorgehen
n Wurzelberechnungen und das Lösen eines Gleichungssystems der Größe n× 3 notwendig.
Das Vorgehen mit Hilfe der PC–Methode benötigt für dieses Beispiel ein zwanzigstel der
Rechenzeit gegenüber der MC–Simulation.
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Abbildung 2.14: Verteilungen der Eingangs– und Ausgangsgröße. Die gestrichelten Linien
zeigen die n Stützstellen, mit denen die Vorfaktoren βi ermittelt werden.
Die Verteilungen der Eingangs– und Ausgangsgröße und deren Approximation mit MC und
PC sind in Abbildung 2.14 dargestellt und zeigen eine sehr gute Übereinstimmung.
2.5.7.2 Bestimmung der Verteilung einer Ersatzfedersteifigkeit
Für zwei in Reihe geschaltete Federn mit unterschiedlichen unsicheren Federsteifigkeiten
c1, c2 soll die Verteilung der Ersatzfedersteifigkeit ch bestimmt werden. Die beiden unsi-
cheren Eingangsgrößen werden für die eine Feder mit einer Normalverteilung mit dem
Erwartungswert c10 = 100 N/m sowie einer Standardabweichung c1σ = 10 N/m und für
die andere Feder mit einer Gleichverteilung mit einer unteren Grenze c2u = 9,5 N/m sowie
einer oberen Grenze c2o = 10,5 N/m angenommen. Als Vergleich dient die MC–Simulation,
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die mit 200 000 Wertepaaren die Verteilungsfunktionen
c1(χ1) = e
−
1
2
(χ− c10
c1σ
)2
und c2(χ2) =
1
c2o − c2u (2.137)
approximiert. Damit kann die Verteilung der Ersatzfedersteifigkeit mit
ch(χ1,χ2) =
c1c2
c1 + c2
(2.138)
berechnet werden.
Für die PC–Methode werden die Verteilungen der Eingangsgrößen mit Hilfe eines HERMITE–
Polynoms
χ1 = c10 + c1σξ1 (2.139)
ersten Grades für die Verteilung der Federsteifigkeit c1 und eines LEGENDRE–Polynom
ersten Grades
χ2 =
1
2
(c2o − c2u)(ξ2 − 1) + c2o (2.140)
für die Verteilung der Federsteifigkeit c2 approximiert. Die Zufallsvariablen ξ1, ξ2 sind dis-
kret und haben 2000 Werte. Die Überprüfung der Orthogonalität der verwendeten Polynome
zur Beschreibung der Zufallsparameter χ1,χ2 liefert bis zur verwendeten ersten Ordnung
zufriedenstellende Ergebnisse. Anschließend werden für eine Auswahl diskreter Werte der
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Abbildung 2.15: Verteilungen und PC–Approximationen der Verteilungen von c1, c2, ch
in N/m. Dargestellt ist die Verteilung, die mit der MC–Simulation (—)
bestimmt wird, und die entsprechende PC–Approximation (—). Mit x sind
die Stützstellen des Kollokationsverfahrens gekennzeichnet.
Zufallsvariablen ξ1, ξ2 die Ersatzfedersteifigkeit ermittelt. Hier werden zehn Stützstellen
bestimmt. An diesen wird die Ersatzfedersteifigkeit wie in Gleichung (2.138) ermittelt. Die
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Approximation der Verteilung der Ausgangsgrößen Eigenfrequenzen wird über das Polynom
χh =
pmax∑
p=0
qmax∑
q=0
βpqHp(ξ1)Lq(ξ2) (2.141)
für jede der gesuchten Eigenfrequenzen mit pmax = 1, qmax = 1 berechnet. Damit ergibt
sich im konkreten Fall der Polynomansatz
χh = β0 + 2β1ξ1 + β2ξ2 + 2β3ξ1ξ2 (2.142)
für die Ausgangsgröße. Die gesuchten Vorfaktoren βi ergeben sich mit Hilfe des Kollo-
kationsverfahrens an den Stützstellen. Somit ist zur Bestimmung der gesuchten Vorfak-
toren ein Gleichungssystem der Ordnung 10 × 4 zu lösen. Das Ergebnis ist in der Abbil-
Tabelle 2.2: Momente der Verteilungen der Federsteifigkeiten
µ in N/m rel. err µ in % σ in N/m rel. err σ in %
c1mc 99, 98 −0, 01 100, 45 0, 45
c1pc 100, 12 0, 12 99, 99 −0, 01
c2mc 10, 00 −0, 00 0, 08 −0, 10
c2pc 10, 00 0, 00 0, 08 −0, 02
chmc 9, 08 −0, 1 0, 06 /
chpc 9, 09 −0, 06 0, 06 /
dung 2.15 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von MC–Simulation und
PC–Approximation zeigen sowohl in der Eingangs– als auch in der Ausgangsgröße eine
sehr gute Übereinstimmung. Die Tabelle 2.2 zeigt die ersten beiden Momente aller drei
Verteilungen und deren Abweichungen. Es ergibt sich eine Rechenzeitersparnis um den
Faktor 25 bei Verwendung der PC–Approximation gegenüber der MC–Simulation.
2.6 Modale Vergleichskriterien
Um die Eigenschwingformen unterschiedlicher Modelle und/oder Berechnungen hinsichtlich
ihrer Ähnlichkeit bewerten zu können, stehen unterschiedliche Vergleichskriterien zur
Verfügung. In dieser Arbeit erfolgt der Abgleich mit Hilfe von NCO (Normalised Cross
Orthogonality) und von MAC (Model Assurance Criterion) [FM95, J.A03]. Dabei kann
MAC als ein Sonderfall von NCO betrachtet werden. Ausgangspunkt beider Kriterien ist die
Eigenwertgleichung einer diskretisierten und ungedämpften Struktur
(
K− ω2iM
)
vi = 0 (2.143)
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mit der Massenmatrix M und der Steifigkeitsmatrix K sowie der Verschiebungseigenvek-
toren vi. Die jeweiligen Summanden der Gleichung können auch als Krafteigenvektoren
bezüglich der Trägheit FMi = ω2iMvi und der Steifigkeit FCi = Kvi interpretiert wer-
den. Mit der Bedingung, dass durch einen Krafteigenvektor keine Arbeit in einer anderen
Eigenform verrichtet wird, kann die normierte Arbeit
FMkvi = δki und FCkvi = δki (2.144)
mit dem KRONECKER–Symbol δki aufgestellt werden. Mit der Definition der Eigenkraft-
vektoren folgt damit unmittelbar
vTk Kvi = δki und ω
2vTk Mvi = δki. (2.145)
Der Quotient aus dem Quadrat dieser Arbeit und einem Normierungsprodukt
NCO(i, k) =
(
vTAkMBvBi
)2
(vTAkMAvAi) (v
T
BkMBvBi)
(2.146)
bildet das NCO. Typischerweise wird dies für zwei unterschiedliche Modelle bzw. Netz-
strukturen angewendet. Daher folgen die Indizes A,B. Die Verwendung der Arbeit aus der
Beschreibung der Formänderungsarbeit (2.145) unter Verwendung der Massenmatrix erfolgt
aufgrund der genaueren und einfacheren Bestimmung der Massenmatrix im Gegensatz
zur aufwändigeren Bestimmung der Steifigkeitsmatrix. Wird davon ausgegangen, dass die
Massenmatrizen der beiden StrukturenA undB mit MA ≈MB = M gleich gesetzt werden
können, ergibt sich
NCO(i, k) =
(
vTAkMvBi
)2
(vTAkMvAi) (v
T
BkMvBi)
. (2.147)
Häufig ist die Massenmatrix eine Diagonalmatrix. Dies ist zum Beispiel immer dann der
Fall, wenn einer der beiden zu vergleichenden Eigenformen aus einer experimentellen
Modalanalyse stammt. Damit ist die Massenmatrix proportional zur Einheitsmatrix M ∝ E.
Dann geht das NCO–Kriterium in das bekanntere MAC mit
MAC(i, k) =
(
vTAkvBi
)2
(vTAkvAi) (v
T
BkvBi)
(2.148)
über. Während NCO auf den physikalisch sinnvollen Vergleich der Moden bzgl. der geleiste-
ten Arbeit beruht, kann MAC nur als Sonderfall von NCO angesehen werden. Ein Vergleich
unterschiedlicher Eigenvektoren ist physikalisch nicht direkt herleitbar. Dennoch ist aus
mathematischer Sicht dieser Vergleich über die Orthogonalitätsbedingung der Eigenvektoren
eines Eigenwertproblems sinnvoll.
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Der Ansatz
wA =
√
MvA, wB =
√
MvB (2.149)
überführt das NCO in eine vom MAC bekannte Schreibweise
NCO(i, k) =
(
wTAkwBi
)2
(wTAkwAi) (w
T
BkwBi)
. (2.150)
Da die Massenmatrix immer diagonalisierbar ist, kann die benötigte Wurzel
√
M = V
√
DV−1 (2.151)
mit Hilfe der Spektralmatrix
D =

λ1 0 0
0
. . . 0
0 0 λn

und der Modalmatrix
V = (v1, · · · ,vn)
der Massenmatrix M bestimmt werden. Beiden Kriterien ist es allerdings nicht möglich,
so genannte doppelte Eigenformen, wie sie bei zylindrischen Bauteilen oder quadratischen
Platten auftreten, zu erkennen und abzugleichen. Dies kann in einem zusätzlich implemen-
v¯ βv2
αv1
v¯
v2
v1
Abbildung 2.16: Skalierung und lineare Superposition von Eigenvektoren
tierten Verfahren durchgeführt werden. Hierbei wird die Eigenschaft v¯ = αv1 + βv2 von
Eigenvektoren verwendet. Die lineare Superposition zweier Eigenvektoren v1,v2 ergibt
wiederum einen Eigenvektor v¯. Dies ist in Abbildung 2.16 dargestellt. Mit dieser Vorgabe
ergeben sich zwangsläufig die Bedingungen
|αv1 + βv2| − |v¯| = 0 und (αv1 + βv2) · v¯ − 1 = 0 (2.152)
und damit ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von α und β. Mit bekannten
Vorfaktoren α, β kann überprüft werden, ob es sich bei den doppelten Eigenformen zweier
Strukturen tatsächlich auch um die gleiche Eigenform handelt.
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3 Bestimmung effektiver Materialparameter
mit Hilfe der Homogenisierung
Das Verfahren der Homogenisierung ist ein Bestandteil der Multi–Skalenmodellierung
und dient dazu, an Stelle einer detaillierten, die lokalen Strukturen berücksichtigenden
Berechnung, effektive Systemkennwerte zu ermitteln. Diese Systemkennwerte sollen das
Strukturverhalten im globalen äquivalent abbilden. Um die Multi–Skalenmodellierung zu
vervollständigen, ist die Bereitstellung konstitutiver Modelle notwendig, die das Rück-
rechnen des globalen Verhaltens auf das lokale Verhalten zulassen. Der Ablauf dieser
Multi–Skalenmodellierung ist in Abbildung 3.1 schematisch dargestellt. Auf eine ausführ-
Homogenisierung
Lokalisierung
RVE
EHC
Originalstruktur Ersatzstruktur mit Ceffu
σ WRV E = WEHC
Abbildung 3.1: Schematischer Ablauf der Homogenisierung und Lokalisierung für periodi-
sche Bauteile
liche Einleitung in die Methode der Homogenisierung soll an dieser Stelle verzichtet und
auf geeignete Literatur verwiesen werden. So finden sich bei [CD10, E11] eine umfassende
Einführung in die mathematischen Grundlagen der Homogenisierung. Eine strukturmecha-
nische Einführung kann bei [Caz08, Del04, GA10] nachgelesen werden. [GKB07] teilt die
Homogenisierung in die Bereiche
• Analytisch-numerische Methoden zur Bestimmung konstitutiver makroskopischer
Gleichungen
• Numerische Methoden zur Bestimmung makroskopischer Systemeigenschaften
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auf. Diese Arbeit befasst sich mit dem zweiten Aspekt. Ausgangspunkt und Voraussetzung
der hier vorgestellten Homogenisierungsmethode ist die Periodizität einer mechanischen
Struktur. Daneben gibt es noch andere Ansätze, die versuchen, nicht periodische Strukturen
abzubilden [All92, LNW05]. Diese sollen in dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden.
Denn der große Vorteil bei periodischen Strukturen besteht darin, mit gängigen Simulations-
werkzeugen sehr schnell zu Ergebnissen zu gelangen, während bei den anderen Verfahren
noch ein hoher Programmier– und Rechenaufwand notwendig ist. Ziel der Homogenisierung
in dieser Arbeit ist es, für heterogene Strukturen, die sich aufgrund ihrer Komplexität nur
aufwändig vernetzen und berechnen lassen, Ersatzmaterialparameter zu bestimmen. Diese
werden auch als effektive Materialparameter bezeichnet. Damit lässt sich an Stelle der
heterogenen Struktur eine homogene Ersatzstruktur sehr viel gröber vernetzen und damit
auch sehr viel schneller berechnen.
Mit dem homogenen Modell kann das globale Verhalten der Struktur abgebildet werden,
beispielsweise das Verschiebungsfeld einer statischen Analyse oder die globalen Eigenmo-
den einer Modalanalyse. Für detaillierte Informationen, etwa örtliche Spannungen, ist eine
nachfolgende Lokalisierungsrechnung notwendig. Die gängigsten analytischen und numeri-
schen Methoden zur Berechnung der effektiven Materialparameter werden im Folgenden
kurz aufgeführt.
Rule-of-Mixture Hier werden nach definierten Verhältnisregeln die globalen Strukturpa-
rameter ermittelt. Dieses Verfahren wird in dieser Arbeit zur Ermittlung der globalen
Massendichte angewendet. Es findet heutzutage häufig Verwendung in der Lami-
nattheorie [MFTW78, AWJG01, Ric13].
Die einfachste Mischungsregel folgt aus den Volumenverhältnissen aller Phasen.
Damit ergibt sich für einen beliebigen Strukturparameter f der makroskopische Wert
fM =
1
VM
∑
n
Vnfn. (3.1)
Der Index M bezieht sich dabei immer auf die Makroebene, n ist hier die jeweilige
Phase. Es gibt eine große Anzahl weiterer Mischungsregeln [Liu97, Don08, Gro13],
die zu anderen Ergebnissen führen können. Die hier verwendete soll nur als Beispiel
dienen.
Mean-Field-Näherung Bei dieser Methode wird dehnungs– oder spannungsbasiert das
globale Verhalten abgebildet. Entwickelt wurde diese Methode für Strukturen mit
Einschlüssen [WCB05, MT73].
Grenzmethoden Hier werden für zweiphasige Strukturen, bei der eine Phase in der
anderen inkludiert ist, über obere und untere Grenzen die Struktureigenschaften global
ermittelt [HS61].
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Asymptotic Expansion Homogenization (AEH) Bei der AEH werden ausgehend
von der globalen Verschiebung über einen TAYLOR-Reihenansatz erster Ordnung (first
order AEH) oder zweiter Ordnung (second order AEH) die Beziehungen zwischen glo-
balen und lokalen Verschiebungen und Spannungen hergestellt. Diese Methode kann
weiterhin auf alle anderen Systemeigenschaften expandiert werden und schließt auch
Nichtlinearitäten mit ein. Der Rechen- und Implementierungsaufwand ist allerdings
sehr hoch [MSS99a, MSS99b, GKB10, KGB04, CTN01].
VAMUCH Die Homogenisierung nach [YT07a, YT07b, YH04] ist eine verschiebungsba-
sierte Methode und benötigt ein Netz finiter Elemente. Ein Vorteil dieses Homogenisie-
rungsverfahrens besteht darin, dass keine äußeren Lasten aufgebracht werden müssen,
um die effektiven Materialkennwerte zu bestimmen. Außerdem ist eine Lokalisierung
möglich [NYTL10].
3.1 Energiemethode mit vorgegebenen
Verschiebungsfeldern
In dem Homogenisierungsverfahren, das in diesem Abschnitt beschriebenen wird, werden
Begrifflichkeiten eingeführt, die für die Beschreibung dieses Verfahrens nützlich sind.
Abbildung 3.2: RVE (2-D) aus einem Außenmaterial und einem Einschlussmaterial mit ca.
8000 Knoten
Repräsentatives Volumenelement Bei den numerischen Methoden der Homogenisie-
rung, die auch für die FE-basierte Homogenisierung verwendet wird, dient eine Ele-
mentarzelle mit definierten Verschiebungsfeldern als Ausgangspunkt zur Bestimmung
der effektiven Strukturparameter. Diese Einheitszelle wird repräsentatives Volumen-
element (RVE) genannt und ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Das RVE beinhaltet
alle geometrischen und materiellen Eigenschaften der gesamten Struktur. Des Wei-
teren kann durch die geordnete Zusammensetzung vieler RVE die gesamte Struktur
abgebildet werden. Am RVE werden die effektiven Materialparameter ermittelt.
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Abbildung 3.3: EHC (2-D) mit acht bzw. vier Knoten
Äquivalentes homogenes Kontinuum Nach der Bestimmung der effektiven Materi-
alparameter kann die Gesamtstruktur mit Hilfe des äquivalenten homogenen Kon-
tinuums (EHC) definiert werden. Dieses ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Das EHC
hat dabei dieselben geometrischen Außenmaße wie das RVE, benötigt aber nur ein
finites Element zur Abbildung der Struktur. Im kartesischen Fall ist das EHC im drei-
dimensionalen Fall ein Parallelepiped, im zweidimensionalen Fall ein Parallelogramm.
Beim EHC liegt bei den vorgegebenen Verschiebungsfeldern, welche die gleichen wie
die des RVEs sind, immer ein konstantes Dehnungsfeld vor.
HILL–MANDEL–Bedingung Diese Bedingung ist Grundvoraussetzung für die Homoge-
nisierung und besagt, dass die Energie von RVE und EHC unter den gleichen äußeren
Lasten ebenfalls gleich ist. Bei einem linear-elastischen Materialverhalten muss somit
die Formänderungsenergie von RVE und EHC gleich sein [Hil63].
Periodische Randbedingungen Damit es nicht zu Überlappungen kommt und ein kon-
tinuierliches Verschiebungsfeld dargestellt werden kann, werden periodische Randbe-
dingungen eingeführt. Diese setzen sich aus einem homogenen und einem fluktuieren-
den Anteil, also globalen und lokalen Anteil, zusammen. Der lokale periodische Anteil
muss dabei an den assoziierten Rändern gleich sein, da sonst nicht die Periodizität
gewährleistet ist. Für ein Parallelepiped [CTN01] – also die allgemeinste Form eines
kartesischen RVE – gilt dann für die Fluktuationen
uf (0, y, z) = uf (lx, y, z)
uf (x, 0, z) = uf (x, ly, z) (3.2)
uf (x, y, 0) = uf (x, y, lz).
Um eine Starrkörperverschiebung zu verhindern, wird die Fluktuation an einem
beliebigen Punkt an der Oberfläche gleich null gesetzt. Die globalen und lokalen
Anteile der Verschiebung sind in Abbildung 3.4 für ein ebenes RVE dargestellt.
Die Homogenisierung unter Verwendung der Energiemethode wird in drei unterschiedliche
Klassen eingeteilt.
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Abbildung 3.4: Globaler Anteil (oben) und lokaler Anteil (unten) der Verschiebungen (2–D)
Mikro-Makro-Skala Vor allem bei Biomaterialien ist die Bestimmung der Materialpa-
rameter a priori nur experimentell möglich. Um die Ergebnisse zu verifizieren und
die Wechselwirkung von globalen und lokalen Effekten zu untersuchen, ist eine
Homogenisierung über die Mikro–Makro–Skala notwendig.
Meso-Makro-Skala Hier werden die Einflüsse auf der Meso–Ebene, wie Oberflächen-
beschaffenheit oder lokale Defekte, bei der Homogenisierung berücksichtigt. Eine
Kombination mit der Mikro–Ebene ist dabei möglich.
Makro-Makro-Skala Hier besteht die Struktur aus ingenieurtechnischer Sicht aus be-
kannten Materialien. Diese können allgemein anisotrop sein. Durch die Anordnung
der einzelnen Komponenten der Struktur ist es aber sinnvoll, eine Homogenisierung
durchzuführen, um den Simulationsaufwand (i.A. die notwendige Netzgüte) so gering
wie möglich zu halten.
Der Ablauf der Homogenisierung kann in die Abschnitte
• Definition des RVE
• Bestimmung der effektiven Materialparameter an einem RVE
• Berechnung des globalen Verhaltens
• Lokalisierung am RVE
unterteilt werden, die prinzipiell separat bearbeitet werden können. Eine Software–seitige
Verbindung der Schritte ist möglich und führt zu einem höheren Automatisierungsgrad.
Die Lokalisierung ist dabei nicht zwangsläufig notwendig, sondern nur dann, wenn lokale
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Tabelle 3.1: Unterschiede von RVE und EHC
Mikrostruktur (RVE) Makrostruktur (EHC)
Kontinuierliches Dehnungsfeld ε(x) Kontinuierliches Dehnungsfeld ε
Diskontinuierliches Spannungsfeld σ(x) Kontinuierliches Spannungsfeld σ
Diskontinuierlicher Elastizitätstensor C effektiver Elastizitätstensor C∗
Beanspruchungen des Detailmodells ein interessierendes Ergebnis ist. Die Eigenschaften
von Mikro– und Makrostruktur können dafür wie in Tabelle 3.1 charakterisiert werden.
3.1.1 Herleitung und Implementierung der Homogenisierung
Die in diesem Abschnitt beschriebene Homogenisierung ist notwendigerweise an die Simu-
lation mit Hilfe finiter Elemente gekoppelt. Die Bestimmung effektiver Materialparameter
erfolgt unter Bezugnahme der HILL–MANDEL–Bedingung über das Gleichsetzen der Form-
änderungsenergie von RVE und EHC
W =
∫
dV
σ(x)ε(x)dV =
1
2
V σTε =
1
2
V εTC∗ε, (3.3)
wobei diese für das RVE mit Hilfe der FEM bestimmt wird. Die konstanten Dehnungen des
EHC werden mit ε bezeichnet. Dabei werden auf den Rändern des RVE die Verschiebungs-
randbedingungen
uO = uh(x) + uf (x) (3.4)
mit Hilfe von zusätzlichen Steuerknoten wie in Abbildung 3.5 implementiert. Das Verschie-
x
y
nfi
nbi
nti
nfj nlj nrj
Abbildung 3.5: Korrespondierende Randknoten für ebene Probleme
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bungsfeld kann dann mit Hilfe der Zwangsbedingungen mit
ux(nlj) =εx0x(nlj) + εxy0y(nlj) + ux(nfj)
ux(nrj) =εx0x(nrj) + εxy0y(nrj) + ux(nfj)
uy(nlj) =εy0y(nlj) + εxy0x(nlj) + uy(nfj)
uy(nrj) =εy0y(nrj) + εxy0x(nrj) + uy(nfj)
ux(nbi) =εx0x(nbi) + εxy0y(nbi) + ux(nfi)
ux(nti) =εx0x(nti) + εxy0y(nti) + ux(nfi)
uy(nbi) =εy0y(nbi) + εxy0x(nbi) + uy(nfi)
uy(nti) =εy0y(nti) + εxy0x(nti) + uy(nfi)
(3.5)
für den ebenen Fall beschrieben werden. Die Konstanten εx0, εy0, εxy0 werden vorgegeben
und sind gleichzeitig die homogenen Dehnungen des EHC. Das Verschiebungsfeld im
dreidimensionalen Fall wird im Anhang A.2 dargestellt. Um eine Starrkörperverschiebung
zu unterbinden, muss an einem beliebigen Knoten des RVE die Fluktuation verhindert
werden, also gleich null sein. Es ist zweckmäßig, dafür die Eckknoten zu verwenden.
In der Matrix–Notation ergibt sich das orthotrope Materialgesetz im ebenen Fall zu σxσy
σxy
 =
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C44

 εx0εy0
εxy0
 . (3.6)
Mit Hilfe des, in Gleichung (3.5) beschriebenen, vorgegebenen Verschiebungsfeldes kann
die Formänderungsenergie für das RVE in einer FE–Simulation bestimmt werden. Da bei
homogenen Randbedingungen sich für das EHC auch eine homogene Dehnungs- bzw.
Spannungsverteilung einstellen muss, kann die Formänderungsenergie des EHC direkt
mit den Konstanten εx0, εy0, εxy0 definiert und das resultierende Gleichungssystem zur
Bestimmung der effektiven Materialparameter aufgestellt werden. Damit ergibt sich für
jeden Lastfall i die Gleichung
W iRV E =
1
2
V
(
C∗11ε
2
x0 + C
∗
22ε
2
y0 + 2C
∗
12εx0εy0 + C
∗
44ε
2
xy0
)i (3.7)
und damit das lineare Gleichungssystem

W 1RV E
...
W nRV E
 = 12V

ε2x0,1 ε
2
y0,1 εx0,1εy0,1 ε
2
xy0,1
... · · · · · · ...
ε2x0,n ε
2
y0,n εx0,nεy0,n ε
2
xy0,n


C∗11
C∗22
C∗12
C∗44
 , (3.8)
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das mit üblichen Verfahren (z.B. LSM) gelöst werden kann. Damit können die effektiven
Materialparameter bestimmt werden. Dabei sind die Komponenten der Materialmatrix C∗
die zu bestimmenden effektiven Materialparameter.
Ebenso kann als eine andere Möglichkeit mit Hilfe der Gleichung (3.3) für jeden Lastfall
genau ein Element der Materialmatrix des EHC bestimmt werden. Dies gilt natürlich auch für
dreidimensionale Strukturen. Für diese werden für die sechs Elemente der Hauptdiagonalen
sechs Lastfälle generiert. Dabei ist immer nur eine Dehnung εi ungleich null1. Daraus folgen
unmittelbar mit
C∗ii =
2W iiRV E
V
1
ε2i0
(3.9)
die Elemente der Hauptdiagonalen der Materialmatrix C∗. Für die maximal 15 Elemente
(abhängig vom Materialverhalten) der Nebendiagonalen werden immer zwei Dehnungen
εi, εj ungleich null. Damit resultiert aus Gleichung (3.3) die Formänderungsenergie mit
W ijRV E =
1
2
V
(
C∗iiε
2
i0 + C
∗
jjε
2
j0 + 2C
∗
ijεi0εj0
)
. (3.10)
Das gesuchte Element der Materialmatrix kann bei Kenntnis der Hauptdiagonalen mit
C∗ij =
1
εi0εj0
[
W ijRV E
V
− 1
2
(
C∗iiε
2
i0 + C
∗
jjε
2
j0
)]
(3.11)
berechnet werden.
3.1.2 Beispiel
Die in dem Abschnitt 3.1 vorgestellte Homogenisierung kann bei einer Vielzahl unterschied-
licher Bereiche angewendet werden. Als Beispiel soll die Bestimmung der mechanischen
Eigenschaften von elektromagnetisch beeinflussten Schäumen dienen. Eine detaillierte
Beschreibung in die Problematik derartiger Schäume und die Notwendigkeit einer Homo-
genisierung derartiger Strukturen findet sich beispielsweise in [HSSF13, FSH+13]. Ab-
hängig von der Gitterstruktur können unterschiedliche RVE definiert werden. Diese sind
in ihrer Atomstruktur und als Mikrostruktur in Abbildung 3.6 dargestellt. [Tit13] hat für
diese unterschiedlichen Strukturen mit dem am IFKM entwickelten Homogenisierungstool
effektive Materialkennwerte berechnet. Die Ergebnisse stimmen bei einem sehr viel ge-
ringeren Rechenzeitaufwand dabei sehr gut mit aus der Literatur bekannten Ergebnissen
aus [Coh04, INN83, NC07] überein. In Abbildung 3.7 sind exemplarisch die Ergebnisse für
den Kompressionsmodul in Abhängigkeit des Blasenanteils dargestellt.
1Die Dehnungen werden, wie bei numerischen Berechnungen üblich, als Spaltenmatrizen aufgefasst.
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cubic structures
body centered
cubic (bcc)
simple cubic
(sc)
hex. closest
packing (hcp)
hexagonal structures
random
face centered
cubic (fcc)
Abbildung 3.6: Mikrostruktur und RVE für unterschiedliche Schäume [Tit13]
Abbildung 3.7: Vergleich des Schubmoduls mit anderen aus der Literatur bekannten Ergeb-
nissen [Tit13]
58
3. BESTIMMUNG EFFEKTIVER MATERIALPARAMETER MIT HILFE DER
HOMOGENISIERUNG
3.2 Lokalisierung
Es kann mit Spannungs– und Dehnungskonzentrationstensoren von der globalen auf die
lokale Beanspruchung geschlossen werden. Die Bestimmung der Konzentrationstensoren
kann mit zusätzlichem Rechenaufwand innerhalb der Homogenisierung implementiert
werden. Der Dehnungskonzentrationstensor Aklmn, für den
εkl = Aklmnεmn (3.12)
gilt, kann mit Hilfe von Einheitsverschiebungen ermittelt werden. Der Spannungskonzen-
trationstensor B kann dann unter Bezugnahme des Elastizitätstensors C mit Hilfe des
Materialgesetzes
σij = Cijklεkl = CijklAklmnεmn = Bijmnεmn (3.13)
bestimmt werden. Eine direkte Herleitung über die Spannungen ist ebenso möglich, was
allerdings einen ebenso hohen Rechenaufwand bedingt. Da die Lokalisierung nicht Bestand-
teil dieser Arbeit ist, wird auf diese nicht weiter eingegangen, sondern z. B. auf [GA10]
verwiesen, in der diese ausführlich beschrieben ist.
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4 Modaler Ansatz zur Bestimmung
effektiver Materialparameter
Die im vorherigen Kapitel vorgestellte Methode der Homogenisierung geht von periodi-
schen Strukturen aus und setzt periodische Randbedingungen voraus. Es ist nicht für alle
Strukturen möglich, die notwendigen, periodischen Randbedingungen und das gewünschte
Verschiebungsfeld, wie es in Gleichung (3.5) beschrieben ist, in Einklang zu bringen. Als
einfaches Beispiel kann der BERNOULLI–Balken mit der Länge a dienen. Dieser ist in
Abbildung 4.1 mit den zwei Randknoten n1 und n2 abgebildet. Aus der Definition der
n2n1
a
x
z
Abbildung 4.1: BERNOULLI–Balken mit Randknoten
Verzerrungen in Gleichung (2.88) ergibt sich für einen konstanten z–Wert
w,xx = konst. = δ0
unter der Bedingung, eine konstante Dehnung für das EHC zu gewährleisten. Dabei ist w die
Durchbiegung des Balkens. Das Verschiebungsfeld ergibt sich durch zweimalige Integration
von w,xx = δ0 zu
w =
∫ ∫
δ0dxdx = δ0x2 + Ax+B. (4.1)
Da der Verschiebungsanteil B nur eine Starrkörperverschiebung zur Folge hat, kann dieser
vernachlässigt werden. Die Fluktuationen an den Knoten n1 und n2 müssen weiterhin
gleich null gesetzt werden, um eine Starrkörperverschiebung bei bleibender Periodizität zu
verhindern. Des Weiteren muss, um die Periodizität hinreichend zu gewährleisten, auch die
Balkenneigung w,x an den Stellen n1 und n2 übereinstimmen. Dann ist aber mit
w,x (n1) = w,x (n2)
⇒ A = 2δ0a+ A
der Widerspruch erkennbar. Die triviale Lösung δ0 = 0 wird dabei selbsterklärend ausge-
schlossen. Für diese Struktur ist es also nicht möglich, gleichzeitig periodische Randbedin-
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gungen zu implementieren und eine konstante Dehnung für das EHC zu gewährleisten. Dies
gilt auch für andere Strukturen wie Platten oder Zylinderschalen.
Daher muss für derartige Strukturen eine alternative Herangehensweise gewählt werden.
Ziel ist es dabei, charakteristische Verschiebungsfelder einer Struktur zu definieren, die
gleichzeitig auch die periodischen Randbedingungen berücksichtigen können. Dazu eignen
sich in besonderem Maße die Eigenformen einer Struktur. Jede Verformung einer Strukur
kann über die Summe der Eigenformen
u =
∑
i
hivi (4.2)
mit den Wichtungsfaktoren hi und den Eigenformen vi der i–ten Mode beschrieben werden.
Auf die Bestimmung der Wichtungsfaktoren soll hier nicht weiter eingegangen werden.
Diese sind nur dann notwendigerweise zu bestimmen, wenn eine Lokalisierung durchgeführt
werden soll. Mit Gleichung (4.2) sind die jeweiligen Moden und das daraus abgeleitete Ver-
schiebungsfeld charakteristisch für die Struktur. Die aus dieser Verschiebung resultierende
Formänderungsenergie eines RVE dient der Referenz und wird mit der Formänderungs-
energie des EHC wie für das Verfahren in Abschnitt 3.1 gleichgesetzt. Dass dies bei einer
periodischen Struktur zulässig ist, wird in den folgenden Abschnitten gezeigt. Da die Geo-
metrie des EHC (homogener Balken, Platte, Zylinder) häufig eine Fundamentallösung der
Eigenwertgleichung zulässt, können die Eigenformen des EHC in einigen Fällen analytisch
ermittelt werden. Die Eigenformen des RVE sind aufgrund der Heterogenität in der Regel
nicht analytisch herleitbar und sind unterschiedlich zu denen des EHC. Für die globalen
Eigenformen der Gesamtstrukturen, die jeweils aus einer Anzahl von RVEs und EHCs
zusammengesetzt sind, gilt eine Äquivalenz.
Obwohl sich die Eigenformen von RVE und EHC unterscheiden, kann die Formänderungs-
energie des RVE und des EHC unter bestimmten Annahmen, die in dem folgenden Abschnitt
erklärt werden, gleichgesetzt werden. Dies bedeutet, dass, anders als bei dem in Abschnitt 3.1
beschriebenen Verfahren, nicht mehr davon ausgegangen wird, dass unter gleicher Last sich
das RVE und EHC gleich verformen. Vielmehr soll dies nur noch global gelten. Dieser
modale Ansatz berücksichtigt damit auch die unterschiedliche lokale Struktur von RVE und
EHC.
Für jeden Eigenverschiebungsvektor kann das Verschiebungsfeld des RVE mit
uRV E(x) = uEHC(x) + uFl(x) (4.3)
aus der Summe des Verschiebungsfeldes des EHC und einer Fluktuation beschrieben werden.
Nun kann mit
u˜RV E(x + xE) = uEHC(x) + uFl(x) (4.4)
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das Verschiebungsfeld des RVE verschoben werden. Eine derartige Verschiebung ist in
Abbildung 4.2 dargestellt. Die Verschiebung um xE kann aus einer Optimierungsrechnung∫
V
(u˜RV E(x + xE)− uEHC(x))2 dV → min. (4.5)
bestimmt werden, indem die Fluktuation über die gesamte Struktur minimiert wird. Aufgrund
der vorausgesetzten periodischen Randbedingungen ist die Aufteilung und das Zusammen-
setzen des Verschiebungsfeldes u˜RV E(x+xE), also die Verschiebung um xE , zulässig. Sind
x
u
urve
uehcurve − uFl xE
Abbildung 4.2: Verschiebung der Eigenform (Beispiel 1D)
periodische Randbedingungen vorgegeben, so muss die Fluktuation uFl an jedem Rand Ω
eine periodische Funktion mit dem Mittelwert null sein, für die∫
Ω
u2FldΩ <<
∫
Ω
u2EHCdΩ (4.6)
gelten soll. Damit können die jeweiligen Ordnungen trotz unterschiedlicher lokaler Abwei-
chungen miteinander in einen Zusammenhang gebracht werden und die daraus resultierenden
Energien verglichen werden.
Mit Hilfe der Matrix des Deformationsgradienten aus Gleichung (2.44) kann die Formände-
rungsenergie des RVE und des EHC
WRV E =
∫
V
[
(F(uEHC + uFl))
T CF(uEHC + uFl)
]
dV
WEHC =
∫
V
[
(FuEHC)
T CFuEHC
]
dV
(4.7)
definiert werden. Wie bei der Energiemethode wird die Formänderungsenergie von RVE und
EHC verglichen. Damit können die effektiven Materialparameter bestimmt werden. Dabei
gibt es prinzipiell drei unterschiedliche Vorgehensweisen, die im Folgenden näher erläutert
werden sollen.
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Analytische Lösungen für RVE und EHC Besitzt die Originalstruktur eine Geome-
trie, die es ermöglicht, für das RVE analytisch die Formänderungsenergie zu bestim-
men, kann immer auch die Formänderungsenergie des EHC analytisch hergeleitet
werden. Das zu lösende Problem ist ein Gleichungssystem, mit dem die effektiven
Materialparameter berechnet werden können. Dieses Verfahren wird in Abschnitt 4.1
erläutert.
Numerische Lösung für das RVE und analytische Lösung für das EHC Nicht im-
mer ist es möglich, analytisch die Formänderungsenergie des RVE zu bestimmen. In
dem Fall erfolgt dies über eine FE–Rechnung. Die Formänderungsenergie des EHC
kann dann wiederum analytisch berechnet werden. Auch hier ergibt sich ein Glei-
chungssystem, welches auf die effektiven Materialparameter führt. Dieses Verfahren
wird in Abschnitt 4.2 erläutert.
Numerische Lösung für das RVE und Verwendung finiter Elemente für das EHC
Ist es weiterhin schwierig, für das EHC eine analytische Lösung zu finden, kann die
FEM verwendet werden. In Gleichung (4.7) kann mit
K =
∫
V
FTCFdV (4.8)
die Steifigkeitsmatrix des Systems über eine Diskretisierung definiert werden. Dabei
werden mit Hilfe von Ansatzfunktionen die Feldgrößen in einem Element approximiert.
Wird das Integral diskretisiert und eine schwache Formulierung gewählt, ergibt sich
die FE–Formulierung. Dieses Verfahren wird in Kapitel 5 erläutert.
4.1 Analytisch–Analytische Lösung
Am Beispiel des schubstarren und schubweichen Biegebalkens soll im Folgenden die prakti-
sche Umsetzung des Verfahrens bei Kenntnis der Eigenformen des RVE und EHC dargestellt
werden. Das Verfahren kann immer dann verwendet werden, wenn die Struktur des RVE
es ermöglicht, die Formänderungsenergie des RVE analytisch berechnen zu können. Die
Formänderungsenergie des EHC ist dann zwangsläufig analytisch bestimmbar. Dies ist sehr
häufig bei Balkenstrukturen der Fall, kann aber ebenso bei Platten– und Zylinderstrukturen
auftreten. Das Verfahren wird für den schubstarren und den schubweichen Balken erläutert,
da diese beiden Strukturen für die Praxis am relevantesten sind.
4.1.1 Schubstarrer Balken
Ausgangspunkt der Bestimmung effektiver Materialkennwerte ist die Balkenstruktur in
Abbildung 4.3. Der Querschnitt kann beliebig gewählt werden, ist aber über die jeweiligen
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Teillängen konstant. Dabei sind sowohl die Materialkennwerte Dichte % und Elastizitätsmo-
dul E als auch die Querschnittskenngrößen und die Teillängen variabel. Die Geometriedaten
E1, d1, l1, r1
E2, d2, l2, r2
Abbildung 4.3: Periodische Balkenstruktur
des EHC ergeben sich aus der Konformitätsbeziehung des Flächenträgheitsmomentes, wel-
ches mit der dazugehörigen Teillänge gewichtet wird. Damit ergibt sich für die abgebildete
Struktur mit Kreisquerschnitt der resultierende Durchmesser
dh =
(∑
lid
4
i∑
li
) 1
4
. (4.9)
Mit diesem können auch die daraus folgenden Querschnittskenngrößen
Ah =
pid2h
4
und Ih =
pid4h
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(4.10)
als bezüglich zum Flächenträgheitsmoment gemittelte Werte bestimmt werden. Bei anderen
Querschnitten lässt sich das Flächenträgheitsmoment des EHC in äquivalenter Weise herlei-
ten. Die Länge des EHC ist mit lh = l1 + l2 gegeben. Über den Vergleich der Formänderungs-
energie nach Gleichung (2.89) für gleiche Moden kann nun der gesuchte Elastizitätsmodul
hergeleitet werden.
Mit Hilfe der Fundamentallösung nach [Wau08] für den zeitinvarianten Anteil der Bewe-
gungsgleichung des Biegebalkens
w(ζ) = C1 sinλζ + C2 sinhλζ + C3 cosλζ + C4 coshλζ (4.11)
mit der normierten Wegkoordinate ζ = x/lh für ein RVE des Balkens und den periodischen
Randbedingungen
w(0) =w(1), w,ζ (0) =w,ζ (1) (4.12)
w,ζζ (0) =w,ζζ (1), w,ζζζ (0) =w,ζζζ (1)
ergibt sich die Eigenwertgleichung
cosλ = 1 (4.13)
und damit die Eigenwerte λm = 2mpi für jede Ordnung m. Die Lösung der Bewegungs-
gleichung, also die resultierenden Eigenformen des schubstarren Balkens, können dann
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mit
wm(ζ) = cos (λm (ζ + ζE)) (4.14)
beschrieben werden, falls C1 = 1 normiert wird. Die Verschiebung um ζE wird, da sowohl
für das RVE als auch für das EHC der analytische Ansatz (4.14) als Verschiebungsfeld direkt
vorgegeben wird, gleich null gesetzt. Die benötigte zweite Ableitung der Verschiebung lautet
wm,xx = −
(
λm
lh
)2
cos (λmζ) (4.15)
für jede Ordnung. Damit ergibt sich mit Hilfe der Gleichung (2.89) und der Substitution
dx = lhdζ der Vergleich der Formänderungsenergie
lh∫
0
EhIh cos
2 (λmζ) dx =
l1∫
0
E1I1 cos
2 (λmζ) dx+
lh∫
l1
cos2 (λmζ) dx
→1
2
EhIh = E1I1
(
l1
2lh
+
1
4λm
sin
(
2λm
l1
lh
))
+ E2I2
(
l2
2lh
− 1
4λm
sin
(
2λm
l1
lh
))
.
Diese Gleichung kann nach dem gesuchten Elastizitätsmodul Eh umgestellt werden und es
ergibt sich für jede Ordnung die Gleichung
Eh =
1
Ih
[
E1I1
(
l1
lh
+
1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
))
+ E2I2
(
l2
lh
− 1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
))]
(4.16)
zur Bestimmung des effektiven E-Moduls.
Als andere mögliche Randbedingungen können die Durchbiegung und die Neigung an den
Rändern
w(0) = w(1) = 0 und w,ζ (0) = w,ζ (1) = 0 (4.17)
gleich null gesetzt werden, welche ebenfalls zulässige periodische Randbedingungen dar-
stellen, häufig aber zu zu steifen Ergebnissen führen. Dennoch sollen sie der Vollständigkeit
halber aufgeführt werden. Als Ansatz für das Verschiebungsfeld wm(ζ) des EHC werden
auch hier die entsprechenden analytischen Lösungen der Eigenformen eines Balkens
wm(ζ) = w0 [sinλmζ − sinhλmζ − κm (cosλmζ − coshλmζ)] (4.18)
verwendet [Wau08], die die periodischen Randbedingungen erfüllen und in Abbildung 4.4
für die ersten vier Ordnungen dargestellt sind. Es bietet sich an, auch hier die Amplitude
w0 = 1 zu setzen. Die Faktoren λ und κ derm–ten Ordnung lassen sich über die Gleichungen
1 = cosλm coshλm und κm =
sinλm − sinhλm
cosλm − coshλm (4.19)
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mit Hilfe eines Optimierungsalgorithmus bestimmen. Mit der für die Formänderungsenergie
0 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1
−2
−1
0
1
2
ζ
u
m u
0 m = 1
m = 2
m = 3
m = 4
Abbildung 4.4: Ansatzfunktionen des Verschiebungsfeldes für die Randbedingungen (4.17)
benötigten und implizit hergeleiteten zweiten Ableitung des Verschiebungsfeldes
wm,xx = −
(
λ
lh
)2
(sinλmζ + sinhλmζ − κm (cosλmζ + coshλmζ)) (4.20)
ergibt sich für die in Abbildung 4.3 dargestellte Struktur der Vergleich der Formänderungs-
energie zu
lh∫
0
EhIhw
2
m,xxdx =
l1∫
0
E1I1w
2
m,xxdx+
lh∫
l1
E2I2w
2
m,xxdx. (4.21)
Damit kann das Elastizitätsmodul für die homogenisierte Struktur nach Auflösung der
Gleichung (4.21) bezüglich des homogenisierten Elastizitätsmoduls Eh für jede Ordnung m
berechnet werden, wenn die Integration für konstante Teilflächenträgheitsmomente
a∫
b
w2m,xxdx =
1
4
sin (2λmζ)
(
κ2m − 1
)
+
1
2λ
sinh (λmζ) cosh (λmζ) (1 + κm) + κ
2
mζ
− κm
λ
(
sin2 (λmζ) + cosh
2 (λmζ) + 2 sin (λmζ) sinh (λmζ)
)
− κm
λ
(cos (λmζ) sinh (λmζ)− sin (λmζ) cosh (λmζ))
+
λ
2
(sin (λmζ) cosh (λmζ)− cos (λmζ) sinh (λmζ))
unter Bezugnahme der Gleichung (4.20) für alle Teilbereiche ausgeführt wird.
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4.1.2 Schubweicher Balken
Es wird von derselben Geometrie wie in Abschnitt 4.1.1 ausgegangen. Die Ermittlung der
Querschnittskenngrößen des EHC erfolgt dann ebenfalls äquivalent zu Abschnitt 4.1.1. Wird
für die Durchbiegung w und für den Biegewinkel β der BERNOULLI–Produktansatz
W = Aepζeiωt und β =
B
l
epζeiωt (4.22)
in die Bewegungsgleichungen (2.86) eingesetzt, ergibt sich nach [Wei62] die charakteristi-
sche Gleichung bzgl. p zu
0 = p4 +
(
α +
2(1 + ν)
ks
)
λ4p2 +
(
αλ4
2(1 + ν)
ks
− 1
)
λ4, (4.23)
wobei der Eigenwert λ mit
λ4 =
ρω2l4A
EI
(4.24)
gegeben ist. Weiterhin wird der Geometrieparameter
α =
I
Al2
(4.25)
eingeführt. Der Schubkorrekturfaktor ist mit ks gegeben. Die charakteristische
Gleichung (4.23) geht, wenn mit I << Al2 der Geometrieparameter α hinreichend klein
wird, in das charakteristische Polynom für den schubstarren Balken
p4 = λ4. (4.26)
über, welches hier nicht explizit hergeleitet wird, aber z. B. in [Wau08] zu finden ist. Nun
wird von [Wei62] eine Fallunterscheidung für den kritischen Wert
λ4k =
ks
2(1 + ν)α2
(4.27)
eingeführt. Für alle Eigenwerte λ < λk resultiert die charakteristische Gleichung (4.23) zu
p21,2 =λ
2
√1 + (2(1 + ν)− αks
2ks
)2
λ4 − 2(1 + ν) + αks
ks
λ2
 = λ2q1
p23,4 =− λ2
√1 + (2(1 + ν)− αks
2ks
)2
λ4 − 2(1 + ν)− αks
ks
λ2
 = λ2q2
(4.28)
und damit die Lösung des zeitunabhängigen Lösungsanteils für die Durchbiegung w und
für den Biegewinkel β, indem die Lösung des charakteristischen Polynoms (4.28) in die
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Ansatzfunktion (4.22) eingesetzt wird, zu
w =C1 cosh (λ
√
q1ζ) + C2 sinh (λ
√
q1ζ) + C3 cos (λ
√
q2ζ) + C4 sin (λ
√
q2ζ)
β =
λq1ks + 2(1 + ν)αλ
3
lks
√
q1
(C1 sinh (λ
√
q1ζ) + C2 cosh (λ
√
q1ζ))
+
−λq2ks + 2(1 + ν)αλ3
lks
√
q2
(C3 sin (λ
√
q2ζ)− C4 cos (λ√q2ζ)) .
(4.29)
Für alle Eigenwerte λ > λk hingegen resultiert das charakteristische Polynom zu
p21,2 = −λ2(−q1) und p23,4 = −λ2q2 (4.30)
und damit wiederum der zeitunabhängige Lösungsanteil für die Durchbiegung und den
Biegewinkel zu
w =c1 cos
(
λ
√−q1ζ
)
+ c2 sin
(
λ
√−q1ζ
)
+ c3 cos (λ
√
q2ζ) + c4 sin (λ
√
q2ζ)
β =
−λq1ks − 2(1 + ν)αλ3
lks
√−q1
(
c2 cos
(
λ
√−q1ζ
)− c1 sin (λ√−q1ζ))
+
λq2 − ks2(1 + ν)αλ3
lks
√
q2
(c3 cos (λ
√
q2ζ)− c4 sin (λ√q2ζ)) .
(4.31)
Die Konstanten C1, . . . , C4 bzw. c1, . . . , c4 ergeben sich aus den Randbedingungen. Daraus
folgen dann auch die Eigenkreisfrequenzen. Für den schubweichen Balken sollen mit den
periodischen Randbedingungen
w(0) = w(1), w,ζ (0) = w,ζ (1), β(0) = β(1), β,ζ (0) = β,ζ (1) (4.32)
die effektiven Materialkennwerte ermittelt werden. Die Vorgehensweise für die starre Ein-
spannung ist äquivalent, wird hier aber nicht weiter aufgeführt.
Wird zuerst der Ansatz (4.29) in die Randbedingungen (4.32) eingesetzt, ergibt sich als
Eigenwertgleichung
λ
√
q2 = 2pin (4.33)
für jede Ordnung n. Weiterhin gilt für die Vorfaktoren C1 = C2 = C4 = 0.
Für die Ansatzfunktionen (4.31) ergibt sich als neu hinzukommende Eigenwertgleichung
λ
√−q1 = 2pin. (4.34)
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Das hat zur Folge, dass zu jeder Ordnung n zwei Eigenwerte und damit auch zwei Eigen-
kreisfrequenzen und die beiden bzgl. der Durchbiegung normierten Eigenformen
w1 = cos (2pinζ)
β1 =
(
2(1 + ν)αλ4
2pinlks
− 2pin
)
sin (2pinζ)
w2 =c1 cos (2pinζ) + c2 sin (2pinζ)
β2 =
(
2(1 + ν)αλ4
2pin− 2pinlks
)
(c2 cos (2pinζ)− c1 sin (2pinζ))
(4.35)
auftreten. Die verbleibenden Amplituden
B1 =
2(1 + ν)αλ4
2pinlks
− 2pin und B2 = 2(1 + ν)αλ
4
2pin− 2pinlks (4.36)
der Verdrehung β lassen sich nicht analytisch lösen, da für das RVE weder die Eigenfre-
quenzen bekannt sind noch der Strukturparameter α konstant über der Länge ist. Dies ist
aber für die Berechnung des effektiven Elastizitätsmoduls auch nicht notwendig. Werden die
Eigenfunktionen für λ < λk unter Berücksichtigung von ks sowie C11 = E und C66 = G in
die Gleichung (2.82) eingesetzt, ergibt sich die Bilanz der Formänderungsenergie
lh∫
0
[
EhIhB
2
1 sin
2 (2pinζ) +
1
4
GhAhks [−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2
]
dx
=
l1∫
0
[
E1I1B
2
1 sin
2 (2pinζ) +
1
4
G1A1ks [−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2
]
dx
+
lh∫
l1
[
E2I2B
2
1 sin
2 (2pinζ) +
1
4
G2A2ks [−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2
]
dx
(4.37)
für ein wie in Abbildung 4.5 dargestelltes RVE aus zwei unterschiedlichen Teilstrukturen.
Bei weiteren Teilstrukturen erweitert sich die Summe der Integrale in Gleichung (4.37)
entsprechend. Diese Summe kann in die beiden Gleichungen
EhIh
lh∫
0
sin2 (2pinζ) dζ =
l1∫
0
E1I1 sin
2 (2pinζ) dζ +
lh∫
l1
E2I2 sin
2 (2pinζ) dζ (4.38)
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und
GhAhksh
lh∫
0
[−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2 dζ
=
l1∫
0
G1A1ks1 [−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2 dζ (4.39)
+
lh∫
l1
G2A2ks2 [−B1 sin (2pinζ) + cos (2pinζ)]2 dζ
aufgespalten werden. Haben alle Teilstrukturen des RVE dieselbe Querschnittsform, ist auch
ks für alle Bereiche gleich, und der Schubkorrekturfaktor kann gekürzt werden. Ist dies
nicht der Fall, also immer dann, wenn das RVE unterschiedliche Querschnittsprofile enthält,
kann ks für jeden Teilquerschnitt definiert werden und bleibt dann auch der Gleichung
enthalten. Weiterhin wird λm = 2pim gesetzt. Der effektive Elastizitätsmodul resultiert dann
aus Gleichung (4.38) nach Integration zu
Eh =
1
Ih
[
E1I1
(
l1
lh
− 1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
))
+ E2I2
(
l2
lh
+
1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
))]
(4.40)
mit einer ähnlichen Gleichung wie die des schubstarren Balkens (4.16). Neu hinzu kommt
die Gleichung
Gh =
G1A1ks1
Ahksh(B2 + 1)
[
l1
lh
(B2 + 1) +
1−B2
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
)
− B
λm
(
1− cos
(
2λm
l1
lh
))]
+
G2A2ks2
Ahksh(B2 + 1)
[
l2
lh
(B2 + 1) +
−1 +B2
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
)
+
B
λm
(
1− cos
(
2λm
l1
lh
))]
(4.41)
für den Schubmodul. In dieser bleibt die Amplitude B1 als unbekannter Parameter enthalten.
Dieser kann bei einer Einheitsdurchbiegung mit |B1| << 1 abgeschätzt werden. Für den
Grenzfall B → 0 ergibt sich die Definition des Schubmoduls
Gh =
G1A1ks1
Ahksh
[
l1
lh
+
1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
)]
+
G2A2ks2
Ahksh
[
l2
lh
− 1
2λm
sin
(
2λm
l1
lh
)] (4.42)
für das EHC. Sollen die Amplituden exakt berechnet werden, müssen die Eigenkreisfre-
quenzen des RVE unter Berücksichtigung der jeweiligen Randbedingungen (ggf. mit FEM)
berechnet werden. Damit lassen sich dann die verbleibenden Amplituden der Verdrehung
analytisch bzw. numerisch berechnen.
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An einem Beispiel soll folgend die praktische Umsetzung dieses Verfahrens zur Bestim-
mung effektiver Materialkennwerte dargestellt werden. Für das zusammengesetzte und in
Abbildung 4.5: Balkenstück für Homogenisierung (RVE) und homogenisiertes Balkenstück
(EHC)
Abbildung 4.5 dargestellte Balkenstück soll der effektive Elastizitätsmodul und der effektive
Schubmodul ermittelt werden. Zuerst wird der kritische Wert für den schubweichen Balken
berechnet. Werden die Gleichungen (4.24) und (4.25) in die Gleichung (4.27) eingesetzt,
kann die kritische Eigenfrequenz
fk =
1
2pi
√
EksA
2(1 + ν)ρI
(4.43)
ermittelt werden. Mit den Werten, die der Tabelle 4.1 entnommen werden können, er-
gibt sich dann die kritische Eigenfrequenz des Balkenstücks 1 zu fk1 = 79,6× 103 s−1
und des Balkenstücks 2 zu fk2 = 269,0× 103 s−1. Da für die Bestimmung der effektiven
Materialparameter nur Eigenfrequenzen kleiner als fk1, fk2 verwendet werden, wird die
Gleichung (4.28) als Eigenwertgleichung des schubweichen Balkens angesetzt. Der Schub-
korrekturfaktor für Kreisquerschnitte ist mit ks = 0, 857 vorgegeben. Die Strukturparameter
Tabelle 4.1: Strukturparameter des RVE
Parameter Balken 1 Balken 2
Länge in mm 40 80
Querschnittdurchmesser in mm 12 8
Dichte in t/m3 4 8
E-Modul in MPa 20 000 200 000
Querkontraktionszahl 0, 3 0, 3
des RVE finden sich in Tabelle 4.1. Bei Verwendung der schubstarren Theorie für die
Bestimmung effektiver Materialparameter ergibt der Schlankheitsgrad des Balkenstücks 1
G1A1l
2
1
E1I1
=
8l21
(1 + ν)d21
≈ 68 (4.44)
einen Fehler von ca. −5% und der Schlankheitsgrad des Balkenstücks 2
G2A2l
2
2
E2I2
=
8l22
(1 + ν)d22
≈ 615 (4.45)
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einen Fehler von ca. −1%.
Mit Hilfe von Gleichung (4.10) lassen sich die geometrischen Kenngrößen
dh = 9,91 mm, Ah = 77,12 mm
2, Ih = 473,33 mm
4, lh = 120 mm (4.46)
des EHC bestimmen. Weiterhin kann die Dichte des EHC unter Bezugnahme der Glei-
chung (3.1) mit ρh = 6,12 t/m3 bestimmt werden. Die resultierenden Steifigkeitskennwerte
Tabelle 4.2: Effektive Elastizitätsmoduli E und Schubmoduli G in MPa mit unterschiedli-
chen Ansätzen
m E, starr, period. RB E, starr, fix E weich period. RB G weich period. RB
1 71,58× 103 66,56× 103 65,79× 103 43,84× 103
2 69,00× 103 73,18× 103 75,05× 103 39,92× 103
3 69,76× 103 70,97× 103 71,97× 103 41,92× 103
4 72,22× 103 69,87× 103 70,42× 103 42,40× 103
µ 70,64× 103 70,15× 103 70,80× 103 42,02× 103
für jede Ordnung m, die mit den Gleichungen (4.16), (4.21), (4.40) und (4.41) ermittelt
werden können, sind in Tabelle 4.2 dargestellt. Um die Ergebnisse zu prüfen, wird zum
einen eine numerische Modalanalyse für die in Abbildung 4.6 dargestellte Struktur mit der
Originalgeometrie und den Ausgangsmaterialkennwerten und zum anderen eine numerische
Modalanalyse mit der Ersatzgeometrie und mit effektiven Materialkennwerten durchgeführt.
Für die effektiven Materialkennwerte werden dabei die Mittelwerte µ, die in der Tabelle 4.2
Abbildung 4.6: Gitterstruktur im Gesamten und Ausschnitt
dargestellt sind, verwendet. Um einen Vergleich der Eigenfrequenzen sicherzustellen, wer-
den die Eigenformen der homogenisierten Struktur mit denen der Originalstruktur mit Hilfe
des MAC verglichen. Dieser Vergleich ergibt für den schubstarren und für den schubweichen
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Balken mit periodische Randbedingungen mit
MACper =

0, 998 0, 569 0, 741 0, 523 0, 605
0, 566 0, 999 0, 781 0, 778 0, 727
0, 751 0, 780 0, 999 0, 794 0, 694
0, 533 0, 782 0, 808 0, 997 0, 690
0, 605 0, 715 0, 692 0, 684 0, 993
 (4.47)
sowie für den schubstarren Balken mit starrer Einspannung mit
MACstarr =

0, 975 0, 322 0, 643 0, 528 0, 000
0, 311 0, 999 0, 505 0, 000 0, 267
0, 752 0, 541 0, 995 0, 287 0, 081
0, 523 0, 020 0, 366 0, 995 0, 000
0, 001 0, 230 0, 059 0, 000 0, 987
 (4.48)
sehr gute Ergebnisse. Der Vergleich der Eigenfrequenzen ist in Tabelle 4.3 dargestellt. Da
Tabelle 4.3: Ergebnisse der berechneten Eigenfrequenzen der Gittestruktur
orig starr weich
forig in Hz fper in Hz errrel in % fstarr in Hz errrel in% fper in Hz errrel in %
10, 96 11, 34 3, 38 12, 04 9, 83 10, 77 −1, 79
11, 68 12, 07 3, 32 12, 82 9, 76 11, 46 −1, 86
17, 16 17, 76 3, 52 18, 87 9, 98 16, 87 −1, 67
22, 60 23, 45 3, 76 24, 91 10, 23 22, 27 −1, 44
24, 48 25, 31 3, 35 26, 89 9, 80 24, 03 −1, 83
der relative Fehler über alle Frequenzen in der gleichen Größenordnung liegt, kann für
den schubstarren Balken ein unzureichender Einbezug des Schubanteils als Ursache der
Abweichung von Originalmodell und homogenisiertem Modell angenommen werden. Wird
dieser berücksichtigt, ergeben sich die Eigenfrequenzen des schubweichen Balkens, die
ebenfalls in Tabelle 4.3 dargestellt sind. Die Ergebnisse, die mit periodischen Randbedin-
gungen ermittelt werden, zeigen eine sehr gute Übereinstimmung mit dem Originalergebnis,
das aus der detaillierten FE–Berechnung stammt. Im Anhang A.3 finden sich die Ergebnisse
der numerischen Modalanalyse mit den visualisierten Eigenformen der Struktur aus Abbil-
dung 4.5. In Abbildung 4.7 sind die Durchbiegung und die Verdrehung des RVE für jede
Ordnung, resultierend aus einer numerischen Modalanalyse mit periodischen Randbedingun-
gen, dargestellt. Aus der Abbildung 4.7 lässt sich weiterhin die Amplitude der Verdrehung
im Verhältnis zur Durchbiegung ablesen.
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0 40 120
−1
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0
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f = 3552,64 Hz;B = −0, 0487
0 40 120
−1
−0, 5
0
0, 5
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0 40 120
−1
−0, 5
0
0, 5
1
f = 13 325,93 Hz;B = −0, 08910
0 40 120
−1
−0, 5
0
0, 5
1
f = 13 689,88 Hz;B = −0, 08402
0 40 120
−1
−0, 5
0
0, 5
1
f = 27 399,51 Hz;B = −0, 1075
0 40 120
−1
−0, 5
0
0, 5
1
w
β/min(β)
f = 27 504,48 Hz;B = −0, 101
x in mmx in mm
Abbildung 4.7: Eigenformen der Durchbiegung und Verdrehung am RVE aus einer FE–
Analyse. Dadurch können die Werte B der Gleichung (4.41) für jede Ord-
nung bestimmt werden.
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4.2 Numerisch–Analytische Lösung
Falls es nicht möglich ist, die Formänderungsenergie des RVE analytisch zu bestimmen,
kann diese mit Hilfe der FEM numerisch berechnet werden. Dies geschieht durch eine
Statikanalyse, bei der die Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Eigenformen als Verschie-
bungsfelder auf die Struktur aufgegeben werden. Im Folgenden wird dies am Beispiel einer
schubstarren Platte und an einem dünnen Zylinder dargestellt.
4.2.1 Schubstarre Platte
Als Beispiel für die Ermittlung effektiver Materialeigenschaften soll die in Abbildung 4.8 als
Ausschnitt bzw. RVE dargestellte Plattenstruktur dienen. Es wird aufgrund der gegebenen
a1
a2 b2
b1
c2
c1
rlx
y
z
Abbildung 4.8: Geometrie und Netz eines RVE zur Bestimmung effektiver Materialparame-
ter
Struktur Orthotropie der zu ermittelnden effektiven Materialparameter vorausgesetzt. Als
Randbedingung wird Periodizität in Form von
w(0, y, t) =w(ah, y, t), w,x (0, y, t) =w,x (ah, y, t),
w,y (0, y, t) =w,y (ah, y, t), w(x, 0, t) =w(x, bh, t), (4.49)
w,x (x, 0, t) =w,x (x, bh, t), w,y (x, 0, t) =w,y (x, bh, t)
mit ah = a1 + a2 und bh = b1 + b2 angenommen. Die Ersatzhöhe des EHC kann mit Hilfe
eines bzgl. der Flächenverhältnisse gemittelten Flächenträgheitsmomentes mit
ch =
[
1
ahbh
(
a1b1c
3
1 + a2b2c
3
2
)]13 (4.50)
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bestimmt werden. Die Dichte für das EHC kann über die Gleichheit der Masse von RVE
und EHC nach Gleichung (3.1) mit
ρh =
1
Vh
∑
i
ρiVi =
(ab− pir2l ) (ρ1c1 + ρ2c2)
2abch
(4.51)
ermittelt werden. Der Ansatz
W (x, y, t) = cos (2mpiζ) cos (2npiη) eiωt (4.52)
mit den normierten Koordinaten ζ = x/ah und η = y/bh erfüllt die Randbedingungen, die
in Gleichung (4.49) angegeben sind. Weiterhin ist der Ansatz Lösung der Bewegungsglei-
chung (2.76). Mit der Definition der Plattensteifigkeit Dij = Cij
c3h
12
für das EHC ergibt sich
dann die Gleichung
0 = −ρchω2 +D11
(
2mpi
ah
)4
+D22
(
2npi
bh
)4
+ (D12 + C44)
(
4mnpi4
ahbh
)2
, (4.53)
die bei Kenntnis der effektiven Plattensteifigkeiten zu den Eigenkreisfrequenzen
ω2 =
D11
(
2mpi
ah
)4
+D22
(
2npi
bh
)4
+ (D12 +D44)
(
4mnpi2
ahbh
)2
ρch
(4.54)
des Systems für jedes Ordnungspaar m,n führt. Zur Berechnung der Formänderungsenergie
des EHC wird der zeitinvariante Teil der Gleichung (4.52)
w(x, y) = cos (2mpiζ) cos (2npiη) (4.55)
in Gleichung (2.73) unter Verwendung der Plattensteifigkeiten eingesetzt. Daraus ergibt sich
WEHC =
1
2
ah∫
0
bh∫
0
[
D11 (cos (2mpiζ) cos (2npiη))
2
(
2mpi
ah
)4
+D22 (cos (2mpiζ) cos (2npiη))
2
(
2npi
bh
)4
+ (D12 +D44) (sin (2mpiζ) sin (2npiη))
2
(
4mnpi2
ahbh
)2]
dydx.
Nach Integration über die Fläche des EHC kann für jedes Ordnungspaar m,n die Energie
WEHC =
ahbh
8
[
D11
(
2mpi
ah
)4
+D22
(
2npi
bh
)4
+ (D12 +D44)
(
4mnpi2
ahbh
)2]
(4.56)
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des EHC bestimmt werden. Die Plattensteifigkeiten Dij ergeben sich dann aus dem Glei-
chungssystem

W 1,1RV E
...
W 1,nmaxRV E
...
Wmmax,nmaxRV E

= 2

bh1
4pi4
a3h
ah1
4pi4
b3h
1212pi4
ahbh
...
...
...
bh1
4pi4
a3h
ahn
4
maxpi
4
b3h
12n2maxpi
4
ahbh
...
...
...
bhm
4
maxpi
4
a3h
ahn
4
maxpi
4
b3h
m2maxn
2
maxpi
4
ahbh

 D11D22
D12 +D44
 ,
(4.57)
bei dem die Energie des RVE WRV E mit dem Verschiebungsfeld (4.55) der jeweiligen Ord-
nungspaare mit Hilfe einer statischen FE-Rechnung ermittelt wird. Die Kopplung der Mate-
rialparameter D12 und D44 kann mit diesem Ansatz nicht aufgelöst werden. Entweder kann
anhand der Querkontraktionszahlen der Ausgangsmaterialien eine Abschätzung vonD12 und
D44 erfolgen. Ist dies jedoch nicht hinreichend genau, wird noch die Gleichung (4.54) zur
Bestimmung von D12 und D44 benötigt. Werden nämlich die Eigenkreisfrequenzen des RVE
mit einer numerischen Modalanalyse bestimmt, können mit Hilfe dieser Zusatzinformation
alle Materialkennwerte ermittelt werden.
4.2.2 Dünner Zylinder
c
rm
ϕ = 0
ϕ = β
ϕ
a
ϕ
rz
Abbildung 4.9: Geometrie eines zylindrischen RVE
Es ist aus Gleichung (2.96) ersichtlich, dass es nicht möglich ist, für ein RVE, das aus einer
Struktur mit zylindrischer Periodizität besteht, homogene periodische Randbedingungen zu
definieren und gleichzeitig eine konstante Dehnung des entsprechenden EHC zu gewähr-
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leisten. Beispielhaft ist dazu in Abbildung 4.9 ein zylindrisches RVE dargestellt. [CCM08]
zeigt die Homogenisierung für einen Hohlzylinder unter Verwendung von Lasten und den
Vergleich der Spannungen. In dieser Arbeit wird die Bestimmung effektiver Materialpara-
meter , wie schon zuvor beschrieben, mit Hilfe kinematischer Zwangsbedingungen, also mit
vorgegebenen Verschiebungsfeldern, die die Eigenformen des Bauteils berücksichtigen, und
dem Vergleich der Formänderungsenergie, durchgeführt.
Wird eine Periodizität in Umfangsrichtung vorausgesetzt und eine harmonische Zeitabhän-
gigkeit angenommen, können mit Hilfe des Produktansatzes
Ur =Ag(z) cos (kϕ) e
λt
Uϕ =Bg(z) sin (kϕ) e
λt (4.58)
Uz =Cg(z),z cos (kϕ) e
λt
die zeitinvarianten Verschiebungsansätze für die Eigenformen für einen beliebigen Punkt
der Zylinderfläche für jede Ordnung k mit
ur = Ag(z) cos (kϕ) , uϕ = Bg(z) sin (kϕ) , uz = CAg(z),z cos (kϕ) (4.59)
definiert werden [SD87]. Die Funktion g(z) hängt von der Wahl der Randbedingungen ab.
Bei einer beidseitigen kräfte– und momentenfreien Lagerung sowie bei einer verschiebungs–
und verdrehungsfreien Lagerung in axialer Richtung führt der Verformungsansatz eines
schubstarren Biegebalkens zu einer Lösung [Wau08, Flü62, AJ58, Aks83]. Für freie Enden
mit periodischen Randbedingungen kann dann die Verschiebung in axialer Richtung mit
g(z) = cos (λm (ζ + ζr)) (4.60)
und für beidseitig eingespannte Enden wie in Gleichung (4.18) mit
g(z) = [sinλmζ − sinhλmζ − κm (cosλmζ − coshλmζ)] (4.61)
unter Verwendung der normierten Koordinate ζ = z/l angegeben werden. Mit periodischen
Randbedingungen führt dies zu den Verschiebungen
ur =Ae
α(ζ2−ζ) [cos (λm (ζ + ζr))] cos (kϕ)
uϕ =Be
β(ζ2−ζ) [cos (λm (ζ + ζϕ))] sin (kϕ)
uz =Ce
γ(ζ2−ζ) [−λm sin (λm (ζ + ζz))] cos (kϕ) .
Die periodischen Randbedingungen für die Zylinderschale werden mit
ur(r, ϕ, 0) = ur(r, ϕ, l), uϕ(r, ϕ, 0) = uϕ(r, ϕ, l), uz(r, ϕ, 0) = uz(r, ϕ, l) (4.62)
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definiert. Wird eine starre, beidseitige Einspannung vorausgesetzt, ergibt sich
ur =Ae
α(ζ2−ζ) [sinλmζ − sinhλmζ − κm (cosλmζ − coshλmζ)] cos (kϕ)
uϕ =Be
β(ζ2−ζ) [sinλmζ − sinhλmζ − κm (cosλmζ − coshλmζ)] sin (kϕ)
uz =Ce
γ(ζ2−ζ)λm [cosλmζ − coshλmζ + κm (sinλmζ + sinhλmζ)] cos (kϕ) .
(4.63)
Die Abklingfunktionen sind in Anlehnung an [Aks83] so definiert, dass an den Rändern
z = 0 und z = l der Wert eins ist und ζ zur Mitte hin abnimmt. Wird der Ansatz für die
Verformungen (4.62) bzw. (4.63) in die Definition der Formänderungsenergie (2.99) einge-
setzt und werden die Abklingfunktionen aufgrund der geringen Schalendicke vernachlässigt
(α, β, γ = 0), ergibt sich die Formänderungsenergie für die Zylinderschale mit periodischen
Randbedingungen bzw. für die beidseitig eingespannte Zylinderschale. Hier wird nur die
Formänderungsenergie für die Zylinderschale mit periodischen Randbedingungen
W =
1
2
∫
(V )
[
C22
(
A
1
rm + ri
(
1 +
ri
rm
k2
)
+
1
rm
Bk
)2
cos2 (λmζ) cos
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+ C33
(
C
λ
l
+ Ari
λ2
l2
)2
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+C66
1
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(
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B
λ
l
− 1
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(
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+
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)
λ
l
kA
)2
sin2 (λmζ) sin
2 (kϕ)
]
dV
angegeben. Diese ist die relevante und in den Beispielen verwendete Formänderungsenergie,
da bei der starren Einspannung häufig zu steife Materialkennwerte berechnet werden. Die
Anteile an der Formänderungsenergie, die aus den Verschiebungsanteilen ζr, ζϕ, ζz resul-
tieren, können nach Gleichung (4.6) vernachlässigt werden. Als normierte Amplitude der
Eigenform wird die radiale Verformung verwendet und A = 1 gesetzt. Die restlichen Ampli-
tuden ergeben sich aus den Randbedingungen an den Rändern ζ = 0 und ζ = 1. Damit kann
wieder ein Gleichungssystem für die zu bestimmenden Materialparameter aufgestellt werden.
Die Amplitude der Verformung in tangentialer Richtung B = B(ri/ra, k) ist abhängig vom
Verhältnis des Innen- und Außenradius und der Ordnung k. Die Beschreibung der Amplitude
erfolgt mit dem Ansatz
B = B1
(
ri
ra
)
. (4.64)
Da mit einem linearen Ansatz gerechnet wird und gilt, dass die Tangentialverformung eines
Ringes gegen die halbe Radialverformung (vRing = 12uRing), die Tangentialverformung bei
ri → 0 gegen die Radialverformung (vRing = uRing) konvergiert, ergibt sich
B1 =
A
2
(
2− ri
ra
)
. (4.65)
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Die Amplitude für die axiale Verformung C ist abhängig von der Art der Mode und kann
unabhängig von A und B ähnlich wie beim schubelastischen Balken über eine numerische
Modalanalyse bestimmt werden. Die Materialparameter ergeben sich dann wie bei der
schubstarren Platte über das Aufstellen eines Gleichungssystems. In beiden Fällen sind noch
folgende wichtige Aspekte zu berücksichtigen.
Anzahl der anzupassenden Ordnungen Die Größe des Gleichungssystems hängt
von der Wahl des Materialverhaltens des EHC ab. Im allgemeinen Fall wird or-
thotropes Materialverhalten vorausgesetzt. Zur Fehlerminimierung ist es sinnvoll,
mehr Ordnungen zu verwenden als es freie Materialkennwerte gibt.
Auswahl der Ordnungen Bei einer Zylinderstruktur können die jeweiligen Moden als
Überlagerung von axialen Moden und Ringmoden betrachtet werden. Daher müssen
für die Auswahl der Ordnungen die jeweiligen Kombinationen der Moden ausgewählt
werden. Diese Auswahl sollte bauteilabhängig durchgeführt werden.
Wichtung der Ordnungen Der Einfluss der Ordnungen auf das Strukturverhalten ist
abnehmend. Hohe Ordnungen haben einen kleineren Einfluss auf das Strukturverhalten
als niedrige. Deshalb ist es sinnvoll, dieses Verhalten auch bei der Optimierung zu
berücksichtigen. Der Wichtungsansatz ist dabei grundsätzlich frei wählbar.
Als Beispiel für die Bestimmung effektiver Materialparameter zylindrischer Bauteile wird
das in Abbildung 4.10 dargestellte Modell verwendet, welches eine vereinfachte Rumpfstruk-
tur repräsentieren soll. Die Geometrie– und Materialparameter sind in Tabelle 4.4 gegeben.
Abbildung 4.10: Gesamtmodell (links) und RVE einer Rumpfstruktur (rechts)
Die Ausgangsstruktur setzt sich in axialer Richtung aus zwanzig und in Umfangsrichtung
aus achtzehn RVE zusammen. Unter Verwendung der periodischen Randbedingungen (4.62)
wird das Verschiebungsfeld (4.63) für das RVE im FE–Programm aufgegeben und die jewei-
lige Formänderungsenergie ausgerechnet. Aus den Verschiebungs–Verzerrungsbeziehungen
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Tabelle 4.4: Strukturparameter des RVE. Die Geometrieparameter richten sich nach Abbil-
dung 4.9
Parameter Außen Innen
rm in mm 149 149
a in mm 0, 5 0, 5
c in mm 50 –
rl in mm – 17, 5
Dichte in kg/m3 5000 5000
E-Modul in MPa 500 000 10 000
Querkontraktionszahl 0, 3 0, 3
für die Zylinderschale (2.96) kann für das EHC analytisch die Verzerrung berechnet wer-
den. Wird diese dann in die Gleichung zur Ermittlung der Formänderungsenergie (2.99)
eingesetzt, ergibt sich das Gleichungssystem
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. (4.66)
Die sich ergebenden effektiven Materialkennwerte sind in Tabelle 4.5 dargestellt. Zur Über-
Tabelle 4.5: Effektive Steifigkeitskennwerte in MPa für die Rumpfstruktur
C22 C33 C23 C66
13,70× 104 12,94× 104 12,48× 104 76,83× 103
prüfung der ermittelten effektiven Materialkennwerte werden unterschiedliche Lastfälle mit
dem Originalmodell mit den Ausgangsmaterialkennwerten und ca. 160 000 Knoten sowie
mit dem Ersatzmodell mit effektiven Materialparametern und ca. 1000 Knoten simuliert
und verglichen. Zuerst werden die modalen Eigenwerte und Eigenformen betrachtet. Da die
Struktur eine Sektorsymmetrie aufweist, werden die doppelt auftretenden Eigenformen des
EHC mit der linearen Superposition, wie diese in Abschnitt 2.6 beschrieben ist, skaliert. In
Abbildung 4.11 ist eine Auswahl der Eigenfrequenzen und Eigenformen der Rumpfstruktur
dargestellt. Die doppelten Eigenformen sind für die homogene Struktur dargestellt. Das
MAC mit und ohne lineare Superposition der Eigenvektoren des EHC ist dem Anhang A.4
zu entnehmen. Als zusätzlicher modaler Vergleich wird ein Antwortspektrum von beiden
Strukturen miteinander verglichen. Erregungs– und Antwortort sind der Abbildung 4.12
zu entnehmen. Erregt wird das System mit einer Kraft FA = F0 sin Ωt mit der Amplitude
F0 = 1000 N im Frequenzbereich 5 ≤ Ω ≤ 125. Gemessen wird die Verschiebungsantwort
in radialer Richtung. Für das Originalmodell und das Ersatzmodell wird eine Dämpfung
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f3 = 17,72 Hz
f6 = 35,45 Hz
f7 = 55,20 Hz
f3 = 17,75 Hz
f6 = 37,24 Hz
f7 = 55,11 Hz
Abbildung 4.11: Auswahl von Eigenfrequenzen und Eigenformen der Rumpfstruktur. Rechts
sind die Ergebnisse der numerischen Lösung der Originalstruktur darge-
stellt, links die doppelten Eigenformen aus der Berechnung mit effektiven
Materialparametern.
mit dem LEHRschen Dämpfungsmaß δ = 0, 01 angenommen. Das Antwortspektrum ist
ebenfalls in Abbildung 4.12 dargestellt.
Weiterhin soll ein statischer Lastfall geprüft werden. Dazu wird der Rumpf mit einem
konstanten Innendruck von pi = 5 MPa belastet. Die Ränder des Zylinders sind fest einge-
spannt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.12 im unteren Abschnitt dargestellt. Während
der Mittelwert der Radialverformung beider Modelle sehr gut übereinstimmt, besteht eine
lokale Abweichung der Radialverformung zwischen Original– und Ersatzmodell. Diese ist
jedoch durch die lokalen Steifigkeitssprünge erklärbar und deshalb nicht unerwartet.
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Abbildung 4.12: Oben: Antwortspektrum sowie Stellen der Erregung und Antwort der
Rumpfstruktur
Unten: Radialverformung unter Innendruck der Rumpfstruktur
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5 Bestimmung effektiver Materialparameter
unter Verwendung von Systemmatrizen
Eine Erweiterung des letzten Kapitels stellt die Verwendung der FE–Methode dar. Werden
mit Hilfe dieser die Systemmatrizen einer Struktur aufgestellt, ergibt sich das Eigenwertpro-
blem für ungedämpfte Strukturen
Kv = λMv (5.1)
mit dem Eigenwert λ und dem dazugehörigen Eigenvektor v sowie der Gesamtsteifigkeits-
matrix K und der Gesamtmassenmatrix M . Das Eigenwertproblem soll im Folgenden
hergeleitet und gelöst werden. Mit den daraus resultierenden Eigenfrequenzen und Eigenfor-
men können effektive Materialparameter auf zwei unterschiedliche Arten ermittelt werden.
Zum einen kann direkt aus den ermittelten Eigenformen die Formänderungsenergie der
Struktur bestimmt und mit der des RVE verglichen werden. Zum anderen kann auch über
den direkten Abgleich der Eigenfrequenzen und den dazugehörigen Eigenformen eine Mate-
rialermittlung erfolgen.
Die beiden StrukturmatrizenK undM werden im Folgenden für ein Vierknotenelement
zum einen für ebene Strukturen und zum anderen für schubelastische Platten hergeleitet.
Dabei wird sich vor allem auf [Bat02] bezogen. Da der in dieser Arbeit implementierte
FE–Algorithmus für das EHC bestimmt ist, ist eine regelmäßige Vernetzung mit Vier-
eckelementen möglich und sinnvoll. Diese müssen dabei nicht zwangsläufig rechtwinklig
sein.
Eine im realen Bauteil auftretende Dämpfung wird als vernachlässigbar für dieses Problem
angesehen, da bei numerischen Modalanalyse im Regelfall von ungedämpften Strukturen
ausgegangen wird. Allerdings kann diese mit Hilfe der RAYLEIGHschen Dämpfung auch
relativ problemlos implementiert werden. Die Dämpfungsmatrix wird bei diesem Ansatz
mit Hilfe zweier Dämpfungsmaße α und β mit
D = αM + βK (5.2)
angenommen. Das bedeutet, sobald die Gesamtmassen– und Gesamtsteifigkeitsmatrix be-
kannt sind, kann auch die Dämpfungsmatrix aufgestellt und das Eigenwertproblem gelöst
werden. Beispiele dazu finden sich z. B. in [FM95] und [WS06].
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Sind aus einer FE–Rechnung am RVE schon die Eigenformen und die Formänderungsenergie
WRV E bekannt, kann die Formänderungsarbeit
WEHC =
1
2
wTKEHCw (5.3)
aus dem Produkt aller Knotenverschiebungenw und der assemblierten Gesamtsteifigkeits-
matrixKEHC des EHC bestimmt werden. In Gleichung (5.3) und im Folgenden sollen die
Eigenformen des RVE mit w bezeichnet werden und enthalten die Verschiebungen bzw.
Verdrehungen für jeden Knoten i = 1, . . . ,m des RVE–Netzes. Äquivalent dazu werden
die Eigenformen des EHC mit v mit den Verschiebungen bzw. Verdrehungen für jeden
Knoten j = 1, . . . , n des EHC–Netzes bezeichnet. Da beide Netze nicht gleich sind, ist eine
Projektion der Verschiebungswerte von dem einen auf das andere Netz notwendig. Eine
solche Projektion ist in Abschnitt 5.5 erläutert. Ebenso ist es möglich, über die Summe der
Energien aller k Elemente
WEHC =
1
2
∑
k
wˆTkKkwˆk (5.4)
die Gesamtenergie mit den jeweiligen projizierten Knotenverschiebungen des Elementes wˆk
und den einzelnen ElementsteifigkeitsmatrizenKk herzuleiten.
Sind also die Verschiebungen der diskretisierten Struktur bekannt, kann die Gesamtenergie
bestimmt werden. Dieses Vorgehen kann für die Bestimmung effektiver Materialkennwerte
verwendet werden und hat den Vorteil, dass keine Dehnungen mehr aus den Verschiebungen
bestimmt oder aus den FE–Ergebnissen der Berechnung des RVE verwendet werden müssen.
Sollen weiterhin die Eigenformen des RVE als Verschiebungsbedingung für das EHC
verwendet werden, kann folgendes Verfahrensschema angewandt werden:
1. Definition des RVE und Bestimmung der Eigenformen und der Energie
2. Modellierung des EHC mit einer hinreichenden Anzahl an Elementen
3. Projektion der Eigenformen und Berechnung der Knotenverschiebungen des EHC mit
Hilfe des implementierten FE–Programms
4. Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrizen und Bestimmung der Materialparameter
über einen Energievergleich.
Dabei findet einzig die Bestimmung der Eigenformen und der dazugehörigen Energien
des RVE mit Hilfe eines kommerziellen FE–Programmes statt, alle anderen Arbeitsschritte
können davon unabhängig durchgeführt werden. Aus der numerischen Modalanalyse an
einem RVE ergeben sich die Eigenformen des RVE. Mit diesen Verformungen kann auch
die jeweilige Gesamtenergie bestimmt werden. Beides dient als Eingabeparameter für die
weiteren Arbeitsschritte.
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Im Folgenden wird zuerst auf die Ermittlung der Systemmatrizen eingegangen. Dabei wer-
den Strukturelemente für ebene Problem (EVZ und ESZ) und für schubelastische Platten
verwendet. Während die Ermittlung der Massenmatrix für beide Fälle äquivalent ist, un-
terscheiden sich die Steifigkeitsmatrizen in erheblichem Maße. Anschließend wird eine
Möglichkeit zur Implementierung der Rand– und Zwangsbedingungen dargestellt und die
Projektion der Verschiebungen von Modellen unterschiedlicher Elementnetze erläutert. Sind
die Systemmatrizen bekannt und ggf. die Zusatzbedingungen eingearbeitet, kann das Eigen-
wertproblem gelöst werden. Dazu wird darauf folgend ein effektives und stabiles Verfahren
beschrieben, um anschließend auf die Optimierungsmöglichkeiten einzugehen, mit denen
die effektiven Materialkennwerte ermittelt werden können.
5.1 Steifigkeitsmatrix
5.1.1 Elemente für EVZ und ESZ
Die Elementsteifigkeitsmatrix Km für ein einzelnes Element, wie es in Abbildung 5.1
dargestellt ist, kann mit Hilfe der Materialmatrix
C =
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C44
 , (5.5)
der Verzerrungs–VerschiebungsmatrixB und der JACOBI–Matrix J mit
Km =
4′∑
i=1′
BTi CBi detJ i (5.6)
angegeben werden. 1 Die Materialmatrix C ist sowohl für den EVZ als auch für den ESZ
von der Struktur identisch, die einzelnen Matrixelemente sind aber unterschiedlich. Die
Zusatzterme
σz = C13εx + C23εy (5.7)
für den EVZ und
εz = − 1
C33
(C13εx + C23εy) (5.8)
für den ESZ müssen hier nicht berücksichtigt werden, da diese keinen Beitrag zur Formän-
derungsenergie leisten.
Die Summe über die vier Integrationsstellen 1′, . . . , 4′ in Gleichung (5.6) ersetzt das Vo-
lumenintegral durch eine GAUSS–Integration an den vorgegeben Stützstellen. Da nur li-
neare Ansatzfunktionen verwendet werden, ist diese Integration exakt. Die Herleitung der
1Auf die JACOBI–Matrix wird später noch näher eingegangen.
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Abbildung 5.1: Ebenes FE–Element mit den Elementknoten 1, . . . , 4 und den Integrations-
stellen 1′, . . . , 4′
Verzerrungs–Verschiebungsmatrix und der Elementsteifigkeitsmatrix erfolgt für lineare Vier-
knotenelemente. Eine Erweiterung auf Elemente mit Ansatzfunktionen höherer Ordnung
ist ohne weiteres möglich, der Implementierungsaufwand aber höher. Ebenso ist die Ver-
wendung von Dreieckelementen, die letztlich nur eine Sonderform der Vierknotenelemente
darstellen, möglich. Bei ebenen Strukturen treten die Verschiebungen
u = [ux, uy]
T (5.9)
nur in der x, y–Ebene auf. Für das in Abbildung 5.1 dargestellte Element sind die Ansatz-
funktionen mit
h1 =
1
4
(1− r)(1− s), h2 =1
4
(1 + r)(1− s), (5.10)
h3 =
1
4
(1 + r)(1 + s), h4 =
1
4
(1− r)(1 + s)
so gegeben, dass diese an den jeweiligen Knoten eins werden und ansonsten gleich null
werden. Mit Hilfe der Ansatzfunktionsmatrix
H =
(
h1 0 h2 0 h3 0 h4 0
0 h1 0 h2 0 h3 0 h4
)
(5.11)
können dann die Verschiebungen u = Huˆ innerhalb eines Elementes für beliebige Stellen
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in Abhängigkeit der Knotenverschiebungen
uˆ =
[
u1x, u
1
y, u
2
x, u
2
y, u
3
x, u
3
y, u
4
x, u
4
y
]T (5.12)
beschrieben werden. Ebenso können die Koordinaten an einem beliebigen Ort im Element
mit Hilfe der Ansatzfunktionen und den Knotenkoordinaten
xˆ =
[
x1, x2, x3, x4
]T bzw. yˆ = [y1, y2, y3, y4]T (5.13)
mit
x(r, s) =
4∑
i=1
hix
i bzw. y(r, s) =
4∑
i=1
hiy
i (5.14)
beschrieben werden. Damit kann die JACOBI–Matrix J , die die Ableitungen der natürlichen
Koordinaten x, y mit den Ableitungen der lokalen Elementkoordinaten r, s verknüpft, mit
J =

4∑
i=1
∂hi
∂r
xi
4∑
i=1
∂hi
∂r
yi
4∑
i=1
∂hi
∂s
xi
4∑
i=1
∂hi
∂s
yi
 (5.15)
für jedes Element bestimmt werden, so dass
∂
∂r
= J
∂
∂x
(5.16)
gilt. Die Verzerrungs–VerschiebungsmatrixB bildet sich aus den natürlichen Ableitungen
der Ansatzfunktionsmatrix
B =

∂h1
∂x
0 ∂h2
∂x
0 ∂h3
∂x
0 ∂h4
∂x
0
0 ∂h1
∂y
0 ∂h2
∂y
0 ∂h3
∂y
0 ∂h4
∂y
∂h1
∂y
∂h1
∂x
∂h2
∂y
∂h2
∂x
∂h3
∂y
∂h3
∂x
∂h4
∂y
∂h4
∂x
 ,
welche mit Hilfe der JACOBI–Matrix ausgeführt werden kann, so dass sich schließlich
B =
1
4
 J
−1(1, 1)(s− 1) 0 J−1(1, 1)(1− s) 0|
0 J−1(2, 2)(r − 1) 0 J−1(2, 2)(−r − 1)|
J−1(2, 2)(r − 1) J−1(1, 1)(s− 1) J−12,2(−r − 1) J−11,1(1− s)|
J−11,1(s+ 1) 0 J
−1
1,1(−s− 1) 0
0 J−1(2, 2)(r + 1) 0 J−1(2, 2)(1 + r)
J−1(2, 2)(r + 1) J−1(1, 1)(1 + s) J−12,2(1− r) J−11,1(−s− 1)

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ergibt. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix setzt sich mit Hilfe einer geeigneten Assemblierung mit
K =
∑
m
Km (5.17)
zusammen. Auf eine geeignete Nummerierung und Assemblierung (Stichwort Bandstruktur)
sowohl der Steifigkeits– als auch der Massenmatrix wird hier nicht eingegangen, da diese
Aspekte in der Fachliteratur [Bet97, Bat02] ausführlich beschrieben werden.
5.1.2 Schubweiche Platten
In dieser Arbeit werden für schubweiche Platten sogenannte MITC4–Elemente (Mixed
Interpolation of Tensorial Components) nach [Bat02, BD85] verwendet. Ein solches Element
ist in Abbildung 5.2 mit den dazugehörigen Elementknoten, den Integrationsstellen und den
Auswertestellen des Schubanteils dargestellt. Die Elementsteifigkeitsmatrix
x
y
r
s
1′ 2′
3′4′
1 2
34
0, 5774
0,
57
74
1 1
1
1
A
B
C
D
r
s
1′ 2′
3′4′
1 2
34
0, 5774
0,
57
74
1 1
1
1
A
B
C
D
Abbildung 5.2: MITC4-Element für schubweiche Platten. Links ein rechtwinkliges, rechts
ein allgemeines Element in der x, y–Ebene [Bat02].
Km =
4′∑
i=1′
(
BTκCκBκ +B
T
γCγBγ
)
det (J) (5.18)
setzt sich zusammen aus einem Biegeanteil und einem Schubanteil, auf die im Folgenden
noch näher eingegangen wird. Zuerst werden jedoch die Verschiebungen der schubelasti-
schen Platte betrachtet. Diese werden noch einmal mit
ux = zβx(x, y), uy = zβy(x, y), uz = w(x, y) (5.19)
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aufgeführt. Werden die Knotenverdrehungen
ϑx = βy, ϑy = −βx (5.20)
zusammen mit der Verschiebung w als Freiheitsgrade eines Elementknotens eingeführt, kann
mit Hilfe der Ansatzfunktionen und der Randknotenverschiebungen bzw. –verdrehungen die
Verschiebung an einer beliebigen Stelle des Elementes mit
ux = −z
4∑
i=1
hiϑ
i
y, uy = z
4∑
i=1
hiϑ
i
x, uz =
4∑
i=1
hiw
i (5.21)
bestimmt werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass damit die Verschiebungen eines
Punktes im Element bzw. die Randknotenverschiebungen
u = [w ϑx ϑy]
T und uˆ = [w1 ϑ1x ϑ
1
y ; . . . ;w
4 ϑ4x ϑ
4
y ]
T (5.22)
lauten. Die Dickenkoordinate z ist in der Materialmatrix für Biegung
Cκ =
1
2∫
− 1
2
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C44
 z2dz = c3
12
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C44
 (5.23)
und der Materialmatrix für Schub
Cγ = ks
1
2∫
− 1
2
(
C55 0
0 C66
)
dz = cks
(
C55 0
0 C66
)
(5.24)
berücksichtigt. Die letztgenannte enthält den Schubkorrekturfaktor ks = 5/6 sowie die
Schubmoduli senkrecht zur Plattennormale. Weiterhin folgt aus Gleichung (5.22), dass die
Ansatzfunktionsmatrix
H =
 h1 0 0 h2 0 0 h3 0 0 h4 0 00 0 h1 0 0 h2 0 0 h3 0 0 h4
0 h1 0 0 h2 0 0 h3 0 0 h4 0
 (5.25)
lauten muss. Die Ansatzfunktionen entsprechen dabei denen für das ebene Problem (siehe
Gleichung (5.10)), ebenso die JACOBI–Matrix J.
Durch die Aufspaltung der Steifigkeitsmatrix in einen Biege– und einen Schubanteil kann
auch die Dehnung getrennt betrachtet werden. Die sich aus der Biegung ergebende Dehnung
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κ = [εx, εy, γxy] resultiert direkt aus der Gleichung
κ = Bκu. (5.26)
Die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix setzt sich aus den einzelnen Teilmatrizen
B1κ =J
−1(1, 1)
(
0 0
∂h1
∂r
0 0
∂h2
∂r
0 0
∂h3
∂r
0 0
∂h4
∂r
)
+J−1(1, 2)
(
0 0
∂h1
∂s
0 0
∂h2
∂s
0 0
∂h3
∂s
0 0
∂h4
∂s
)
B2κ =J
−1(2, 1)
(
0
∂h1
∂r
0 0
∂h2
∂r
0 0
∂h3
∂r
0 0
∂h4
∂r
0
)
+J−1(2, 2)
(
0
∂h1
∂s
0 0
∂h2
∂s
0 0
∂h3
∂s
0 0
∂h4
∂s
0
)
B3κ =J
−1(2, 1)
(
0 0
∂h1
∂r
0 0
∂h2
∂r
0 0
∂h3
∂r
0 0
∂h4
∂r
)
+J−1(2, 2)
(
0 0
∂h1
∂s
0 0
∂h2
∂s
0 0
∂h3
∂s
0 0
∂h4
∂s
)
+J−1(1, 1)
(
0
∂h1
∂r
0 0
∂h2
∂r
0 0
∂h3
∂r
0 0
∂h4
∂r
0
)
+J−1(1, 2)
(
0
∂h1
∂s
0 0
∂h2
∂s
0 0
∂h3
∂s
0 0
∂h4
∂s
0
)
(5.27)
zu der Gesamtmatrix
Bκ =
 B
1
κ
B2κ
B3κ
 (5.28)
zusammen und gilt sowohl für das rechtwinklige als auch für das allgemeine Plattenele-
ment. Für das rechtwinklige Element vereinfacht sich die Matrix Bκ noch, da nur die
Hauptdiagonale der JACOBI–Matrix besetzt ist. Damit ist der Biegeanteil an der Element-
steifigkeitsmatrix beschreibbar.
Für den Schubanteil werden die interpolierten Schubanteile an den AuswertestellenA,B,C,D
(siehe Abbildung 5.2) verwendet. Es soll an dieser Stelle zuerst auf das rechtwinklige Plat-
tenelement eingegangen werden. Für dieses ergeben sich die Schubspannungsanteile im
Elementkoordinatensystem zu
γrz =
1
2
(1 + s)γArz +
1
2
(1− s)γCrz
γsz =
1
2
(1 + r)γDsz +
1
2
(1− r)γBsz
(5.29)
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und damit die Schubverzerrungen über die Interpolationsbeziehungen (5.21) zu
γrz =
1
4
(1 + s) (w3 − w4 + ϑy3 + ϑy4) +
1
4
(1− s) (w2 − w1 + ϑy2 + ϑy1)
γsz =
1
4
(1 + r) (w3 − w2 − ϑx3 − ϑx2) +
1
4
(1− r) (w4 − w1 − ϑx4 − ϑx1) .
(5.30)
Auch hierfür können dann mit Hilfe der JACOBI–Matrix die Schubverzerrungen in den
globalen Koordinaten γ = [γxz, γyz] in Abhängigkeit der Verschiebung u mit
γ = Bγu (5.31)
ausgedrückt werden. Die Verzerrungs–Verschiebungsmatrix kann dabei mit
Bγ =
1
4
(
J−1(1, 1)(s− 1) (1− s) 0 J−1(1, 1)(1− s) (1− s) 0|
J−1(2, 2)(r − 1) 0 (r − 1) J−1(2, 2)(−1− r) 0 (−1− r)|
J−1(1, 1)(1 + s) (1 + s) 0 J−1(1, 1)(−1− s) (1 + s) 0
J−1(2, 2)(1 + r) 0 (−1− r) J−1(2, 2)(1− r) 0 (r − 1)
)
angegeben und der Schubanteil an der Elementsteifigkeitsmatrix vollständig definiert wer-
den.
Für das allgemeine Element können die Schubverzerrungen im lokalen mit
γrz =
√
(Cx + rBx)
2 + (Cy + rBy)
2
8 detJ[
(1 + s)
(
w3 − w4
2
+
x3 − x4
4
(ϑ3y + ϑ
4
y)−
y3 − y4
4
(ϑ3x + ϑ
4
x)
)
(1− s)
(
w2 − w1
2
+
x2 − x1
4
(ϑ1y + ϑ
2
y)−
y2 − y1
4
(ϑ1x + ϑ
2
x)
)]
γsz =
√
(Ax + sBx)
2 + (Ay + sBy)
2
8 detJ[
(1 + r)
(
w3 − w2
2
+
x3 − x2
4
(ϑ3y + ϑ
2
y)−
y3 − y2
4
(ϑ3x + ϑ
2
x)
)
(1− r)
(
w4 − w1
2
+
x4 − x1
4
(ϑ1y + ϑ
4
y)−
y4 − y1
4
(ϑ1x + ϑ
4
x)
)]
(5.32)
bestimmt werden. Dabei werden die Abkürzungen
Ax = x3 − x4 − x1 + x2, Ay = y3 − y4 − y1 + y2,
Bx = x3 − x4 + x1 − x2, By = y3 − y4 + y1 − y2,
Cx = x3 + x4 − x1 − x2, Cy = y3 + y4 − y1 − y2
(5.33)
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unter Verwendung der globalen Elementkoordinaten benutzt. Die Schubverzerrungen bzgl.
des globalen Koordinatensystems setzen sich aus den jeweiligen Anteilen der lokalen
Schubverzerrungen
γxz =γrz sinα1 − γsz sinα2
γyz =− γrz cosα1 + γsz cosα2
(5.34)
zusammen. Dabei beschreibt α1 den Winkel zwischen der lokalen r– und der globalen
x–Achse und α2 den Winkel zwischen der lokalen s– und der globalen x–Achse. Mit Hilfe
der Gleichungen (5.32) und (5.34) kann direkt auf die Verzerrungs–Verschiebungsmatrix
für SchubBγ für ein allgemeines Plattenelement, die sich aus den Teilmatrizen
Brzγ =
√
(Cx + rBx)
2 + (Cy + rBy)
2
8 detJ
(1 + s)
4
[
0 0 0 0 0 0 2 y4 − y3 x3 − x4 −2 y4 − y3 x3 − x4
]
+
(1− s)
4
[
−2 y1 − y2 x2 − x1 1 y1 − y2 x2 − x1 0 0 0 0 0 0
]
Bszγ =
√
(Cx + rBx)
2 + (Cy + rBy)
2
8 detJ
(1 + r)
4
[
0 0 0 −2 y2 − y3 x3 − x2 2 y2 − y3 x3 − x2 0 0 0
]
+
(1− r)
4
[
−2 y1 − y4 x4 − x1 0 0 0 0 0 0 1 y1 − y4 x4 − x1
]
zu der Gesamtmatrix
Bγ =
[
Brzγ sinα1 −Bszγ sinα2
−Brzγ cosα1 +Bszγ cosα2
]
(5.35)
ergibt, geschlossen werden.
Die Gesamsteifigkeitsmatrix setzt sich wie in Gleichung (5.17) zusammen, nachdem die
Elementsteifigkeitsmatrix wie in Gleichung (5.18) gebildet worden ist.
5.2 Massenmatrix
Die Elementmassenmatrix kann direkt mit Hilfe der Ansatzfunktionsmatrix H für den
ebenen Fall (5.11) oder die schubelastische Platte (5.25) und der vorhandenen Dichte ρ mit
M e =
4′∑
i=1′
cρHTH det (J i) (5.36)
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angegeben werden. Die Dicke c für das ebene Problem wird typischerweise mit eins angege-
ben. Für die Platte ist die Dicke durch die vorliegende Struktur bekannt. Die Gesamtmassen-
matrix setzt sich äquivalent zur Gesamtsteifigkeitsmatrix mit
M =
∑
m
Mm (5.37)
zusammen. Das Material ist in den hier anzuwendenden Fällen für die gesamte Struktur
konstant, da mit Hilfe der dargestellten FE–Formulierung das EHC beschrieben werden soll.
5.3 Implementierung der Randbedingungen
Jeder Knoten einer schubelastischen Platte hat die drei in Gleichung (5.22) angegebe-
nen Freiheitsgrade. Über die Rotationsfreiheitsgrade lässt sich direkt auf die in–plane–
Verschiebungen schließen. An jedem beliebigen Knoten kann eine Verschiebung out–of–
plane beziehungsweise in–plane gleich null gesetzt werden, indem für die entsprechende
Knotenverschiebung der jeweilige Wert auf der Hauptdiagonalen der Steifigkeitsmatrix hin-
reichend groß gesetzt wird. Das bewirkt, dass an dieser Stelle die Struktur eine „unendlich“
große Steifigkeit aufweist. Für das ebene Problem können dementsprechend die beiden
Verschiebungswerte (5.9) gleich null gesetzt werden. in dieser Arbeit wird der Wert der
Ersatzsteifigkeit auf
CErs = max(K)1× 105 (5.38)
gesetzt. Dieses Verfahrens bietet die Möglichkeit, auch elastisch gebettete Strukturen zu
berechnen, da dann an Stelle einer „unendlich“ großen Steifigkeit ein konkreter Steifigkeits-
wert zum jeweiligen Matrixeintrag hinzuaddiert werden kann. Dieses Verfahren wird auch
Penalty–Methode bezeichnet.
5.4 Implementierung der Zwangsbedingungen
Die Implementierung von Zwangsbedingungen erfolgt mit Hilfe einer Transformationsma-
trix, die nur Nullen und Einsen als Einträge besitzt [WS06, Bat02]. Zwangsbedingungen
können nützlich sein, um z. B. periodische Randbedingungen zu implementieren. Dazu
werden in einem ersten Schritt die unabhängigen Knotenverschiebungen und –verdrehungen
uua und die abhängigen Knotenverschiebungen und –verdrehungen in den Zusammenhang
u = Suua (5.39)
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gebracht. Die Transformationsmatrix S enthält die linearen Abhängigkeiten der jeweiligen
Verschiebungskomponenten. Damit können die reduzierten Systemmatrizen
Ks = S
TKS und M s = STMS (5.40)
bestimmt werden und für das reduzierte System kann das Eigenwertproblem
Ksvs = λM svs (5.41)
gelöst werden. Anschließend kann mit Hilfe der Transformationsmatrix auf alle Knotenver-
schiebungen und –verdrehungen mit Hilfe der Gleichung (5.39) zurückgerechnet werden.
5.5 Projektion der Verschiebungen
Die mit Hilfe eines kommerziellen FE–Programms berechneten Spaltenmatrizen des RVE
w, die die Verschiebungseigenformen des RVE enthalten, haben in der Regel eine größere
Dimensionm als die Spaltenmatrizen v mit der Dimension n , die mit Hilfe des vorgestellten
und selbst implementierten FE–Codes bestimmt werden, da das Netz für das RVE sehr viel
feiner als das des EHC ist.
Um einen Vergleich der jeweiligen Eigenformen durchführen zu können, ist eine Projektion
der Eigenvektoren w auf die Dimension der Eigenvektoren v notwendig.
vj
rmab
wm
Abbildung 5.3: Projektion der Verschiebungen von Netz des RVE auf das Netz des EHC
Diese erfolgt unterschiedlich für zwei Szenarien. Falls zwei Knoten der jeweiligen Netze
von RVE und EHC identische Koordinaten haben, können die Werte direkt übernommen
werden. Falls dies nicht der Fall ist, werden mit Hilfe eines Radius rab um den jeweiligen
Knoten des EHC–Netzes die vier Knoten des RVE–Netzes ausgewählt, die am nächsten am
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EHC–Knoten liegen, und es werden über eine Abstandsmittlung
wj =
1
4∑
m=1
rmab
4∑
m=1
rmabw
m (5.42)
die Freiwerte projiziert.
5.6 Lösung des Eigenwertproblems
Zur Lösung des Eigenwertproblems (5.1) bzw. des reduzierten Eigenwertproblems (5.41)
wird das so genannte Shifting angewandt [Cha93]. Dieses dient der effektiven Berechnung
des Eigenwertproblems bei vorhandenen Starrkörpermoden. Dazu wird eine modifizierte
Steifigkeitsmatrix
Ksh = K − kshM (5.43)
mit dem frei zu wählenden Faktor ksh definiert, der möglichst in der Nähe eines Eigenwertes
liegt, und damit das verschobene Eigenwertproblem
Kshvsh = λshMvsh (5.44)
aufgestellt. Dieses lässt sich numerisch effektiv lösen. Formuliert man Gleichung (5.44) aus,
so kann das verschobene Eigenwertproblem mit
Kvsh = (λsh + ksh)Mvsh (5.45)
dargestellt werden. Der Vergleich mit dem ursprünglichen Eigenwertproblem (5.1) liefert
für die Eigenwerte die Beziehung λ = λsh + ksh und für die Eigenvektoren die Beziehung
v = vsh.
5.7 Optimierung
Ziel der Optimierungsrechnung ist die Ermittlung der effektiven Materialparameter des
EHC. Als bekannte Eingabewerte werden die Eigenfrequenzen und –vektoren des RVE
vorausgesetzt. Diese stammen im Normalfall aus einer vorherigen FE–Analyse an einem
detaillierten 3–D–Modell. Sie können aber auch aus einer experimentellen Modalanalyse
resultieren. Weiterhin wird die homogenisierte Dichte des EHC aus der Massengleichheit
von RVE und EHC
ρEHC =
mRV E
VEHC
(5.46)
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als bekannt angenommen. Als Zielfunktionen können unterschiedliche Ergebnisse der
numerischen Modalanalyse verwendet werden:
• Die Differenz der genormten Eigenfrequenzen mit und ohne Sortierung
• MAC bzw. NCO
• Die Differenz der genormten Energien mit und ohne Sortierung unter Verwendung
der Massen– und Steifigkeitsmatrix des EHC.
Im Folgenden werden die einzelnen Zielfunktionen erklärt sowie auf Vor– und Nachteile
untersucht.
5.7.1 Optimierung mit Hilfe der Eigenfrequenzen
Die Eigenfrequenzen des RVE sind aus einer FE–Simulation bekannt. Die Eigenfrequenzen
des EHC ergeben sich aus den Eigenwerten λ der Gleichung (5.45) zu
fEHC =
1
2pi
√
λ (5.47)
und damit die Zielfunktion zu
∑
i
(
f iEHC − f iRV E
f iRV E
)2
→ min (5.48)
für alle i auszuwertenden Frequenzen des unsortierten Systems. Bei einem unsortierten
System werden die Frequenzen unabhängig vom Übereinstimmen der Eigenvektoren ver-
glichen. Dass dies nicht zielführend ist, ist offensichtlich. Eine Sortierung der Frequenzen
(z.B. mit Hilfe des MAC) ist deshalb unumgänglich. Nach der Sortierung werden dann
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Abbildung 5.4: Zielfunktionsgebirge für die energiebasierte (links) und die frequenzbasierte
(rechts) Zielfunktion
tatsächlich nur die Frequenzen miteinander verglichen, die auch eine hinreichend gute
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Übereinstimmung der Eigenvektoren aufweisen. Als Beispiel ist in Abbildung 5.4 das Ziel-
funktionsgebirge für eine isotrope Platte aufegeführt, bei der die Materialparameter E und ν
zu bestimmen sind.
Für die Zielfunktion werden nur die Eigenfrequenzen berücksichtigt, nicht aber die Eigen-
vektoren (diese dienen nur der Sortierung). Die Konvergenz der Optimierung wird dadurch
negativ beeinflusst und das Ergebnis ist nur bzgl. der Eigenfrequenzen optimiert.
5.7.2 Optimierung mit Hilfe der Eigenformen
Hierbei werden die Eigenformen des RVE w mit denen des EHC v über MAC (siehe
Gleichung (2.148)) verglichen. Da die MAC–Matrix bei identischen Eigenvektoren eine
Einheitsmatrix darstellt, kann die Zielfunktion mit∑
i
(MAC(i, i)− 1)2 → min (5.49)
aufgestellt werden. Die Konvergenz der Optimierung ist bei dieser Zielfunktion relativ
schlecht. Die Eigenfrequenzen haben keinen Einfluss auf die Optimierung, so dass dieses
Verfahren nicht zu empfehlen ist.
5.7.3 Optimierung mit Hilfe der modalen Energien
Bei der in Kapitel 3 vorgestellten Homogenisierung wird der Vergleich der Formänderungs-
energien von RVE und EHC unter gleichen Verschiebungen verwendet, um auf die effektiven
Materialparameter zu schließen. Dieses Gleichsetzen der Energie kann auch hier angewandt
werden, wobei hier besser der Begriff Formänderungsarbeit gebraucht werden sollte, da das
Produkt einer Kraft und einer Verschiebung zur Bestimmung herangezogen wird. Mit Hilfe
einer Auswahl von Eigenkreisfrequenzen
ωRV E = 2pifRV E (5.50)
und der dazugehörigen Eigenvektoren w des RVE kann die Arbeit des RVE mit den proji-
zierten Eigenvektoren des RVE mit
WRV E = ω
2
RV Ew
TMw (5.51)
definiert werden. Die Arbeit des EHC wird mit der Steifigkeitsmatrix des EHCK und den
Eigenvektoren v mit
WEHC = v
TKv (5.52)
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aufgestellt. Damit ergibt sich die Zielfunktion zu
∑
i
(
W iEHC −W iRV E
W iRV E
)2
→ min . (5.53)
In dieser Zielfunktion sind sowohl die Eigenfrequenzen als auch die Eigenvektoren ent-
halten. Ihr Konvergenzverhalten und die resultierenden Ergebnisse der Optimierung sind
sehr zufriedenstellend. Auch hier wird eine Sortierung der Frequenzen mit MAC durchge-
führt. Das Zielfunktionsgebirge für das schon in Abschnitt 5.7.1 eingeführte Problem ist in
Abbildung 5.4 für diese Art der Optimierung dargestellt. Das Gebirge weist ein globales
Minimum auf und garantiert einen stabilen Ablauf der Optimierungsschleife.
5.7.4 Ablauf der Berechnung effektiver Materialparameter mit
Hilfe von Systemmatrizen
Zusammenfassend zeigt Abbildung 5.5 den Ablauf der Bestimmung effektiver Materialpa-
rameter mit Hilfe von Systemmatrizen und unter Verwendung der modalen Energien noch
einmal in einem Flussdiagramm. Als Startwerte dienen effektive Materialkennwerte, die
Start (K,M)EHC MAC > ς
C0 (v, ω)EHC
(v, ω)RV E
∑(WEHC−WRV E
WRV E
)2
< 
CEHC
Ende WRV E,WEHC
Abbildung 5.5: Ablaufplan für die Bestimmung effektiver Materialkennwerte
z.B. über die Mischungsregel (3.1) bestimmt werden können. Außerdem können je nach
Optimierungsverfahren obere und untere Grenzen für die zu berechnenden effektiven Mate-
rialkennwerte vorgegeben werden. Der in der Arbeit verwendete Optimierungsalgorithmus
ist ein gradientenfreier, nichtlinearer Optimierungslöser, der standardmäßig in MATLAB R©
verwendbar ist.
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5.8 Beispiele
5.8.1 Platte mit Versteifungen
Anhand einer Platte mit Versteifungselementen sollen die in Kapitel 4 und 5 vorgestellten
Verfahren praktisch ausgeführt werden und mit klassischen Verfahren verglichen werden.
Als Referenzergebnis wird eine detaillierte Simulationslösung mit Volumenelementen, die
c
b1
b2
y x
zc2
Abbildung 5.6: Platte mit Versteifungen
quadratische Ansatzfunktionen besitzen, verwendet.
Weiterhin werden als Vergleich zu den in dieser Arbeit entwickelten Methoden die Ergebnis-
se klassischer Ansätze zur Ermittlung von Ersatzsteifigkeiten nach [Lei93] und [AAN08] ver-
wendet. Die Materialkennwerte des Gesamtmodells sind in Tabelle 5.1 gegeben. Bei [AAN08]
Tabelle 5.1: Materialparameter der Platte mit Versteifungen
E-Modul E in MPa 70 000
Poissonzahl ν 0, 3
Dichte ρ in kg/m3 2700
gibt es zwei Fallunterscheidungen zur Berechnung der effektiven Steifigkeitswerte. Für den
Fall, dass b1 ≤ c2 − c
2
gilt, können die effektiven Materialkennwerte mit
CKa11 =
E
c3 (1− ν2)
b1 + b2
b1
c3
+
b2
c2
, CKa12 =νC
Ka
11 , (5.54)
CKa22 =
E
c3 (1− ν2)
b1c
3 + b2c
3
2
b1 + b2
, CKa44 =
1− ν
2
CKa11
angegeben werden. Andernfalls, wenn b1 >
c2 − c
2
gilt, ergeben sich die effektiven Materi-
alkennwerte zu
CKa11 =
E
c3 (1− ν2)
b1 + b2
b1
c3
+
b2
c2
, CKa12 =νC
Ka
11 , (5.55)
CKa22 =
E
(b1 + b2)c3
(
b1c
3 + b2c
3
z
1− ν2 + b2(c
3
2 − c3z)
)
, CKa44 =
1− ν
2
CKa11
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mit hz = cz = c + b26 . Die Elemente der Steifigkeitskennwerte nach [Lei93] für eine
schubstarre Platte sind mit
CdG11 =
E(1 + k1)
1− ν2
1 + (1− ν2) k1k2
1 + k1k2
, CdG12 =
νE
1− ν2
1 + k1
1 + k1k2
, (5.56)
CdG22 =
E
1− ν2
1 + k1
1 + k1k2
, CdG44 =
E
2(1 + ν)
1 + k1
1 + k1k2
mit den Faktoren
k1 =
b2(2c2 − c)
(b1 + b2)c
und k2 =
1− b2
b1 + b2
1 +
c
b2
(5.57)
definiert. Die Geometrieabmessungen der Platte sind in Tabelle 5.2 aufgeführt. Das Ori-
Tabelle 5.2: Geometrieabmessungen der Platte mit Versteifungen in mm
a b c b1 b2 c2
2000 1000 10 25 25 20
ginalmodell mit Volumennetz ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Es ist mit 10 000 Knoten
vernetzt. Für die Ermittlung der Steifigkeitskennwerte nach Kapitel 5 wird das MITC4–
Abbildung 5.7: Geometrie und Netz des Originalmodells einer Platte mit Versteifungen
Element verwendet und das EHC mit 300 Knoten vernetzt. Die Zielfunktion wird, wie in
Abschnitt 5.7.3 beschrieben, mit Hilfe der modalen Energien definiert. Die Eigenfrequenzen
und –formen des RVE stammen aus einer numerischen Modalanalyse mit dem FE–Programm
ANSYS R©. Die Eigenformen des RVE werden anschließend auf die Knotenkoordinaten des
EHC projiziert.
Für die Ermittlung der Steifigkeitskennwerte nach Abschnitt 4.2.1 werden die Ansatzfunktio-
nen der Gleichung (4.55) verwendet. Diese berücksichtigen periodische Randbedingungen.
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Die Formänderungsenergie des daraus entstehenden Verschiebungsfeldes des RVE wird
ebenfalls mit Hilfe des FE–Programms ANSYS R© bestimmt. Die Ergebnisse der effekti-
ven Materialkennwerte sind in Tabelle 5.3 aufgeführt. Für alle vier Verfahren wird für die
Tabelle 5.3: Materialparameter der Platte mit Versteifungen — Ergebnisse
nach [AAN08] nach [Lei93] nach Abs. 4.2.1 nach Kap. 5
Ex in MPa 1,33× 105 1,05× 105 1,47× 105 1,89× 105
Ey in MPa 3,74× 104 9,03× 104 7,35× 104 7,53× 104
Gxy in MPa 1,34× 104 3,43× 104 4,28× 104 5,68× 104
Gxz in MPa schubstarr schubstarr schubstarr 3,62× 104
Gyz in MPa schubstarr schubstarr schubstarr 2,53× 104
νxy 0.084 0, 258 0, 382 0, 127
ρhom in kg/m3 2,77× 103 2,77× 103 2,77× 103 2,77× 103
berechneten effektiven Materialkennwerte jeweils eine numerische Modalanalyse im imple-
mentierten FE–Programm durchgeführt, und es werden die modalen Ergebnisse ausgelesen.
Im Anhang A.5 sind die Eigenformen und die Abbildung des MAC für die verschiedenen
Varianten dargestellt. In Tabelle 5.4 sind die Ergebnisse der Eigenfrequenzen abzulesen.
In Tabelle 5.5 sind die daraus resultierenden relativen Fehler der Eigenfrequenzen für die
jeweiligen Verfahren aufgeführt.
Tabelle 5.4: Frequenzen in Hz der Platte mit Versteifungen — Ergebnisse
Ordnung Original nach [AAN08] nach [Lei93] nach Abs. 4.2.1 nach Kap. 5
1 22,69 20,77 15,82 18,74 21,38
2 24,77 23,34 18,12 20,21 23,35
3 54,43 52,24 58,71 52,96 54,94
4 54,92 51,68 39,91 44,81 52,15
5 62,48 57,35 43,62 51,66 59,62
6 74,28 70,85 68,90 66,52 73,12
7 97,48 91,36 69,83 79,53 93,41
8 115,79 109,51 94,79 98,50 112,08
9 124,21 114,80 85,521 101,27 121,33
10 149,12 142,48 161,80 145,95 150,77
11 158,44 148,81 111,47 128,61 157,37
12 167,12 160,29 170,39 157,66 170,18
13 171,38 162,81 131,62 142,15 166,44
14 204,39 188,40 141,35 167,39 204,68
15 213,02 204,31 166,62 190,32 213,36
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Tabelle 5.5: Relativer Fehler der Frequenzen in % der Platte mit Versteifungen — Ergebnisse
Ordnung nach [AAN08] nach [Lei93] nach Abs. 4.2.1 nach Kap. 5
1 -8,42 -30,25 -17,40 -5,74
2 -5,75 -26,85 -18,39 -5,73
3 -4,01 7,8547 -2,708 0,928
4 -5,91 -27,33 -18,41 -5,05
5 -8,19 -30,17 -17,31 -4,57
6 -4,62 -7,241 -10,44 -1,55
7 -6,28 -28,36 -18,42 -4,17
8 -5,42 -18,13 -14,92 -3,20
9 -7,57 -31,15 -18,47 -2,32
10 -4,45 8,5020 -2,124 1,104
11 -6,07 -29,64 -18,82 -0,67
12 -4,08 1,9603 -5,655 1,834
13 -5,00 -23,19 -17,05 -2,88
14 -7,82 -30,84 -18,10 0,144
15 -4,08 -21,78 -10,66 0,157
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5.8.2 Kreisringplatte
Als weiteres Beispiel der Bestimmung effektiver Materialparameter mit Systemmatrizen
wird eine dünne Lochplatte aus MDF mit Materialkennwerten verwendet, die in Tabelle 5.6
aufgeführt sind. Eine solche Lochplatte ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Als Vergleichser-
Tabelle 5.6: Materialparameter der Platte mit Versteifungen
E-Modul E in MPa 5750
Poissonzahl ν 0, 3
Dichte ρ in kg/m3 871
160
200
9°
4
5
1,3331,333
2,666 2,666
Abbildung 5.8: Kreisringplatte
gebnisse dienen die ersten acht Eigenfrequenzen und die dazugehörigen Schwingformen.
Diese wurden zum einen experimentell bestimmt. Zum anderen werden die Eigenfrequenzen
und die Eigenformen numerisch als detailliertes FE-Modell mit ca. 100 000 Knoten sowie
den originalen Materialkennwerten und einem Modell mit effektiven Materialparametern
sowie 360 Knoten berechnet. Die effektiven Materialparameter werden mit Hilfe des all-
gemeinen MITC4–Elementes nach Abschnitt 5.1.2 an einem RVE über die Optimierung
mit Gleichung (5.53) ermittelt. Die Geometrie des RVE ergibt sich zwangsläufig aus den
Abmessungen der Kreisringplatte in Abbildung 5.8 und ist deshalb nicht noch einmal ge-
sondert dargestellt. Eine Wichtung nach Ordnungen wurde nicht vorgenommen. In den
bekannten Ingenieurskonstanten in kartesischen Koordinaten ergeben sich für die effektiven
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Materialparameter die Werte
Ex =2726 MPa, Ey = 2761 MPa, νxy = 0, 306,
Gxy =1017 MPa, Gxz = 2097 MPa, Gyz = 2128 MPa
(5.58)
für die Ersatzstruktur. Die Dichte kann mit Gleichnung (3.1) mit ρh = 785 kg/m3 angegeben
werden. Damit können die Eigenfrequenzen der Struktur berechnet und mit den Ergebnissen,
die an einer realen Struktur mittels experimenteller Modalanalyse gemessen wurden, vergli-
chen werden. Da nur die axialen Moden in der experimentellen Modalanalyse gemessen
wurden, werden auch nur diese zum Vergleich herangezogen. Da es sich bei dem Beispiel
um eine rotationssymmetrische Struktur handelt, treten teilweise doppelte Eigenformen auf.
Für diese werden, wie in Abschnitt 2.6 beschrieben, mit Hilfe von Linearkombinationen der
Eigenvektoren mit identischer Eigenkreisfrequenz die Eigenvektoren der Messergebnisse
und der Simulationsergebnisse verglichen. Die Eigenformen der Simulationsergebnisse sind
in Abbildung 5.9 dargestellt und zeigen eine sehr gute Übereinstimmung.
146, 47 167, 95 410, 12 466, 60
782, 80 886, 22 830, 70 934, 18
Abbildung 5.9: Eigenformen der Simulationen mit MITC4–Elementen und 3–D–
Kontinuumselementen
Die ersten vier Frequenzen und die relativen Fehler bzgl. der Messergebnisse sind in
Tabelle 5.7 dargestellt.
Tabelle 5.7: Frequenzen und rel. Fehler
Ordnung fexp in Hz fh in Hz rel. Fehler in % f3d in Hz rel. Fehler in %
1 164,2000 146,4796 -10,7919 167,9512 2,2845
2 455,7700 410,1235 -10,0152 466,6065 2,3776
3 807,5600 782,8004 -3,0660 886,2244 9,7410
4 869,8500 830,7051 -4,5002 934,1888 7,3965
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6 Bestimmung effektiver Materialparameter
bei unsicheren Eingabeparametern
Nicht immer sind die Eingabedaten für die Bestimmung effektiver Materialparameter de-
terministisch. So können die Abmessungen und die Materialkennwerte der Gesamtstruktur
und damit auch des RVE statistisch verteilt sein. Um eine schnelle Ermittlung der daraus
Input 1: X1 =
∑
i
x1iH1i(ξ1)
Input 2: X2 =
∑
i
x2iL2i(ξ2)
. . .+ f(y1, . . . , ym) deterministisch
Stützstellen
CEHC =
∑
i
∑
j
w1jΨj(ξi)
Start (K,M )EHC MAC > ς
C0
(v, ω)EHC
(v, ω)RV E
∑(WEHC−WRV E
WRV E
)2
< Ende WRV E,WEHC
Abbildung 6.1: Ablauf der Ermittlung effektiver Materialkennwerte bei unsicheren Aus-
gangsgrößen und der Verwendung von Systemmatrizen
resultierenden Verteilung der effektiven Materialkennwerte des EHC bestimmen zu können,
bietet sich eine Kombination von der in Abschnitt 2.5 beschriebenen PC–Methode und der
modalen Bestimmung effektiver Materialparameter an. Dabei muss für die Stützstellen der
Input–Verteilungsfunktionen eine Bestimmung der effektiven Materialkennwerte, wie diese
in den vorherigen Kapiteln beschrieben wurde, durchgeführt werden. Anschließend kann
sowohl eine Verteilung der effektiven Materialkennwerte als auch eine Verteilung der daraus
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resultierenden modalen Eigenschaften approximiert werden. Dabei unterscheidet sich der
Ablauf des Vorgehens in Abhängigkeit davon, ob eine analytische Bestimmung der effek-
tiven Materialkennwerte möglich ist oder eine Bestimmung mit Hilfe einer Optimierung
unter Verwendung von Systemmatrizen durchgeführt wird. Für den ersten Fall ist der Ablauf
in Abbildung 2.13 dargestellt. Es werden stochastische Eingangsgrößen verwendet und
an Stützstellen die Verteilung der Ausgangswerte approximiert. Ein Beispiel dazu findet
sich in Abschnitt 6.1. Für den zweiten Fall wird für das RVE an den Stützstellen der PC–
Approximation eine numerische Modalanalyse mit unsicheren Eingabewerten durchgeführt,
und es werden anschließend für diese Stützstellen die effektiven Materialkennwerte ermittelt.
Damit kann die Verteilung der effektiven Materialkennwerte und damit auch der modalen
Eigenschaften approximiert werden. Der Ablauf wird in Abbildung 6.1 dargestellt. Beispiele
zu diesem Verfahren werden in den Abschnitten 6.2 und 6.3 aufgeführt.
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6.1 Bestimmung der Verteilungen der
Eigenfrequenzen einer Gitterstruktur
An der schon in Abschnitt 4.1.2 untersuchten Gitterstruktur sollen die Eigenfrequenzen
ermittelt werden. Dabei sind die Strukturparameter der einzelnen Balken mit Kreisquer-
schnitt wie in Tabelle 6.1 vorgegeben, doch diesmal teilweise stochastisch. Als unsichere
Tabelle 6.1: Strukturparameter des Balkens
Parameter Balken 1 Balken 2
Länge in mm 40 80
Querschnittsdurchmesser in mm 12 unsicher
Dichte in t/m3 4 8
Elastizitätsmodul in MPa unsicher 200 000
Querkontraktionszahl 0, 3 0, 3
Eingangsgrößen werden das Elastizitätsmodul mit einer Normalverteilung (Erwartungswert
E10 = 20 000 MPa und Standardabweichung E1σ = 2000 MPa, untersuchter Wertebereich
von 12 000 MPa bis 28 000 MPa) des Balkenstücks 1 und der Querschnittsdurchmesser mit
einer Gleichverteilung (untere Grenze d2u = 7,2 mm und obere Grenze d2u = 8,8 mm) des
Balkenstücks 2 angenommen. Berechnet werden die Verteilungen der ersten vier Eigen-
frequenzen mit Hilfe der FEM. Dies geschieht zum einen mit der MC–Simulation für das
Originalbauteil anhand von 2000 Wertepaaren der Verteilungsfunktionen für die unsicheren
Eingangsgrößen
f 1(χ1) = e
−
1
2
χ− E10
E1σ
2
f 2(χ2) =
1
d2o − d2u .
Zum anderen werden die Verteilungen der Eingangsgrößen mit Hilfe der PC–Methode mit
einem HERMITE–Polynom
χ1 = E10 + E1σξ1
ersten Grades für die Verteilung f1 und einem LEGENDRE–Polynoms ersten Grades
χ2 =
1
2
(d2o − d2u)(ξ2 − 1) + d2o
für die Verteilung f2 approximiert. Die diskreten Zufallsvariablen ξ1, ξ2 sind einer normal-
verteilten Wahrscheinlichkeitsverteilung entnommnen und haben 1000 Werte. Es werden
20 Stützstellen verwendet. Die Überprüfung der Orthogonalität der verwendeten Polynome
zur Beschreibung der Zufallsparameter χ1,χ2 liefert für die verwendete erste Ordnung
zufrieden stellende Ergebnisse. Diese sind in Anhang A.3 dargestellt.
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Abbildung 6.2: Verteilungen der unsicheren Eingabewerte
Anschließend wird für die Stützstellen der PC–Approximation eine Bestimmung der effek-
tiven Materialkennwerte mit Hilfe der Eigenformen an einem RVE bestehend aus einem
Balkenstück 1 und einem Balkenstück 2 durchgeführt, und daran anschließend werden
die jeweiligen Eigenfrequenzen nach Abschnitt 4.1.2 ermittelt. Da die Ergebnisse in Ab-
schnitt 4.1.2 für den schubelastischen Balken den kleinsten Fehler aufweisen, wird dieses
Verfahren auch hier verwendet. Die effektiven Materialkennwerte werden nach dem in Ab-
schnitt 4.1.2 ausführlich dargelegten Vorgehen ermittelt. Die Approximation der Verteilung
der Ausgangsgrößen, hier die Eigenfrequenzen des Gesamtbauteils, wird über das Polynom
χout =
pmax∑
p=0
qmax∑
q=0
βpqHp(ξ1)Lq(ξ2) (6.1)
für jede der gesuchten Eigenfrequenzen mit pmax = 1, qmax = 2 bestimmt. Die gesuchten
Vorfaktoren βpq ergeben sich mit Hilfe des Kollokationsverfahrens nach Gleichung (2.132).
Das Ergebnis, die Verteilung und deren Approximation der ersten Eigenfrequenz, wird in
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Abbildung 6.3: Verteilung der ersten Eigenfrequenz der Originalstruktur mit MC–
Simulation (—) und Approximation der Verteilung mit effektiven Mate-
rialkennwerten und PC–Methode (—)
Abbildung 6.3 dargestellt. Die Verteilungen und die jeweiligen Approximationen durch
die PC–Methode der anderen Frequenzen haben einen äquivalenten Verlauf. Des Weiteren
sind in Tabelle 6.2 die statistischen Kennwerte Erwartungswert und Standardabweichung
für die MC–Simulation am Originalbauteil und die PC–Approximation mit effektiven Ma-
terialkennwerten am vereinfachten Modell für die ersten vier Ordnungen aufgeführt. Der
Tabelle 6.2: Statistische Kennwerte der berechneten Eigenfrequenzen
f1 in Hz f2 in Hz f3 in Hz f4 in Hz
µMC 10, 97 11, 69 17, 16 24, 50
σMC 0, 38 0, 41 0, 59 0, 79
µPC 11, 46 12, 20 18, 20 23, 90
σPC 0, 37 0, 40 0, 58 0, 77
Erwartungswert und die Standardabweichung der PC–Aproximation sind hinreichend genau.
Durch die Bestimmung der effektiven Materialkennwerte, der daraus resultierenden Reduzie-
rung der Knotenanzahl des FE–Modells und die PC–Approximation ergibt sich schließlich
eine fünfzigfache Rechenzeitersparnis gegenüber der MC–Simulation der Originalstruktur.
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6.2 Gelochte Holzplatte
Für eine Auswahl an gelochten Platten aus Fichtenholz wurden die Eigenfrequenzen experi-
mentell bestimmt. Nun sollen die effektiven Materialkennwerte numerisch ermittelt sowie
die Eigenfrequenzen mit einer numerischen Modalanalyse bestimmt werden. Eine dieser
Holzplatten ist in Abbildung 6.4 dargestellt. Als sichere Eingangsdaten sind die Länge a,
die in Radialrichtung der Holzfasern zeigt und die Breite b, die in longitudinale Richtung
zeigt, sowie die Dicke c in axialer Richtung, vorgegeben. Die orthotropen Materialpara-
a
b
rl
Abbildung 6.4: Geometrie und Abbildung einer realen Holzplatte
meter bzgl. der Biegung der Holzplatte werden als stochastisch verteilt angenommen, die
Materialparameter bzgl. des Schubs senkrecht zur Plattenebene wegen der — relativ zu
den anderen Plattenabmessungen — geringen Plattendicke und des daraus resultierenden
geringen Einflusses auf die modalen Kenngrößen hingegen als konstant. Die Verteilungen
der einzelnen stochastischen Parameter entstammen der Arbeit von [Sep09]. Da die sich aus
den gemessenen Geometrieabmessungen und der gewogenen Masse ergebende Dichte, der
experimentell gemessenen Holzplatten kaum Differenzen aufweist, wird diese ebenfalls als
konstant angenommen. Die Geometrieparameter sind ebenfalls deterministische Eingangs-
größen. Alle Messungen fanden bei einer Raumtemperatur von 20 ◦C und einer relativen
Luftfeuchte von 60 % statt. Die verwendeten deterministischen Strukturparameter sind der
Tabelle 6.3 zu entnehmen. Zuerst wurden für zehn nicht gelochte Platten aus Fichtenholz
Tabelle 6.3: Verwendete deterministische Parameter für Kieferplatte
ρ in kg/m3 a in mm b in mm c in mm rl in mm Grt in MPa Glt in MPa
398 195 184 3 15 40 720
experimentell die ersten sechs Eigenfrequenzen und die Dichte ermittelt. Ausgehend von
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Materialkennwerten aus [Nie93, Ros10] konnten mit diesen experimentellen Ergebnisse die
Erwartungswerte der Steifigkeitseigenschaften für die numerische Berechnung bestimmt
werden. Werden diesen Erwartungswerten die Verteilungscharakteristika aus [Sep09] zu
Grunde gelegt, ergibt sich die in Abbildung 6.5 dargestellte Verteilung der stochastischen
Eingangsgrößen. Da allgemein die Materialkennwerte von Holz longitudinal, tangential
und radial zur Faserrichtung beschrieben werden, werden die Indizes der Steifigkeiten hier
ebenso verwendet. Die Longitudinalrichtung des Holzwerkstoffes ist bei den in dieser Ar-
beit verwendeten Platten die y–Richtung, die Radialrichtung des Holzwerkstoffes ist die
x–Richtung der Platten. Die stochastisch verteilten Steifigkeitskennwerte werden jeweils
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Abbildung 6.5: Mit PC approximierte Verteilungen der unsicheren Materialkennwerte für
die gelochte Holzplatte
mit einem HERMITE–Polynom erster Ordnung mit je einer standardnormal verteilten Zu-
fallsvariablen ξi angenähert, was zu der Approximation der Verteilungsfunktionen mit der
PC–Methode
Er = Erµ + Erσξ1, El = Elµ + Elσξ2,
Grl = Grlµ +Grlσξ3, νrl = νrlµ + νrlσξ4
(6.2)
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führt. An zwanzig Stützstellen werden die Frequenzen ermittelt, und für jede der Frequenzen
werden mit dem Kollokationsansatz (2.132) die Vorfaktoren der Verteilungsfunktion
f i = β0i + 2β1iξ1 + 2β2iξ2 + 2β3iξ3 + 2β4iξ4 (6.3)
der jeweiligen Frequenz bestimmt. Die Verteilungsfunktion wird linear in Abhängigkeit zu
den vier unsicheren Eingabevariablen ξi angenommen. Die Berechnung der Frequenzen an
den verwendeten zwanzig Stützstellen erfolgt mit Hilfe effektiver Materialparameter, die für
jede Stützstelle an einem RVE nach Kapitel 5 ermittelt werden.
Als Vergleich zur numerisch ermittelten Lösung wurden bei zwanzig gelochten Fichteplatten
zuvor die modalen Kennwerte experimentell gemessen. Der Vergleich und eine Sortierung
der numerisch und experimentell ermittelten Eigenformen wird über das NCO–Kriterium
durchgeführt. Erwartungswert und Standardabweichung der numerischen Lösung mit ef-
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Abbildung 6.6: Hauptwert und Standardabweichung für experimentell bestimmte und simu-
lierte Eigenfrequenzen der gelochten Holzplatte
fektiven Materialparametern sowie die experimentellen Ergebnisse sind in Abbildung 6.6
dargestellt. Sie zeigen für die relativ geringe Anzahl der Stützstellen eine zufriedenstel-
lende Übereinstimmung. Dieses Beispiel zeigt, wie durch die Verwendung von effektiven
Materialparameter und der PC–Methode schnell und effizient eine Aussage des modalen
Strukturverhaltens bei Vorliegen unsicherer Ausgangsmaterialkennwerte getroffen werden
kann.
6.3 Gelochte Aluminiumplatte
An einer gelochten Aluminiumplatte wird im Folgenden schließlich dargestellt, wie effektiv
die Kombination von Homogenisierung und Anwendung der PC–Methode auch bei einer
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inversen Anwendung sein kann. Die untersuchte Platte wird als schubstarr angenommen.
Insgesamt 105 Aluminiumplatten, wie sie in Abbildung 6.7 dargestellt sind, wurden gewogen
rl
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Abbildung 6.7: Geometrie der Lochplatte aus Aluminium sowie Messstellen und RVE
und vermessen. Weiterhin wurden mit Hilfe einer experimentellen Modalanalyse die ersten
sechs Eigenfrequenzen gemessen. Der Erwartungswert µ und die Standardabweichung σ,
den daraus resultierenden Variationskoeffizienten
σv =
µ
σ
(6.4)
für die Geometriewerte, sowie die Masse und die homogenisierte Dichte ρh = m/(abc)
der Platten sind in Tabelle 6.4 dargestellt, die Verteilungen dieser Strukturkennwerte im
Anhang A.6. Da der Variationskoeffizient —eine normierte Varianz— für alle erfassten
Tabelle 6.4: Statistische Kennwerte der Eingangswerte der Aluminiumplatte
ag bg c m ρh
µ 78,68 mm 119,44 mm 0,70 mm 11,95 g 1816,12 kg/m3
σ 0,395 mm 0,431 mm 0,001 mm 0,111 g 13,87 kg/m3
σv 0,502 % 0,361 % 0,0014 % 0,932 % 0,764 %
Eingangsgrößen sehr klein ist, werden für den weiteren Verfahrensablauf die Mittelwerte
verwendet und die erfassten Eingangsgrößen als deterministisch betrachtet.
Die Messstellen für die experimentelle Modalanalyse sind im rechten oberen Bild in Ab-
bildung 6.7 zu angegeben. Bei der Messung betrug die Abtastfrequenz 2 Hz. Gemessen
wurde bis 1600 Hz, wobei jedoch nur bis 1000 Hz die Ergebnisse der Messung ausgewertet
werden, da in diesem Frequenzbereich die Eigenfrequenzen sehr gut zu identifizieren sind.
Es wurde an allen fünfzehn Messstellen mit einem Impulshammer die Platte angeschlagen
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und der Kraft–Zeitverlauf mit einem im Hammer integrierten Kraftsensor aufgenommen.
Als Antwort wird die Beschleunigung mit Hilfe eines Beschleunigungsaufnehmers an der
Messstelle 3 (siehe Abbildung 6.7) gemessen. Anschließend werden die Messsignale über
eine FFT–Transformation in den Frequenzbereich überführt und die Übertragungsfunktionen
der einzelnen Messpaare gebildet. Diese sind für eine Aluminiumplatte in Abbildung 6.8
dargestellt. Aus dem gemittelten Betrag der Amplituden der einzelnen Übertragungsfunk-
tionen Gs können die Eigenfrequenzen abgeleitet werden. Dies geschieht hier mit Hilfe
einer Approximation vonGs mit einem Polynomansatz innerhalb von Frequenzbereichen
in der Nähe der Maxima von Gs. Die Schwingform der jeweiligen Eigenfrequenz kann
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Abbildung 6.8: Beträge aller fünfzehn Übertragungsfunktionen einer Platte. Blau darge-
stellt sind die einzelnen Übertragungsfunktionen. Rot dargestellt ist der
gemittelte BetragGs aller fünfzehn Übertragungsfunktionen, schwarz die
Approximationen zur Bestimmung der Eigenfrequenzen.
über das SDoF–Verfahren bestimmt werden, da die einzelne Maxima eindeutig zu erkennen
sind. Eine genaue Anleitung dazu findet sich z. B. in [HF01]. Die sich daraus ergebenden
Schwingformen sind im Anhang A.6 abgebildet.
Die Verteilung der so ermittelten und in Abbildung 6.9 dargestellten Eigenfrequenzen lässt
eine Normalverteilung annehmen. Die Normalverteilung jeder Frequenz wird mit einem
linearen PC–Ansatz
fPCi = µi + σiξi (6.5)
approximiert. Die Erwartungswerte und die Standardabweichung sowie der Variationskoeffi-
zient der einzelnen Frequenzen sind der Tabelle 6.5 zu entnehmen. In Abbildung 6.9 sind die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Frequenzen der 105 gemessenen Platten und die
dazugehörige PC–Approximation dargestellt. Es zeigt sich, dass der Variationskoeffizient
der Verteilungen der experimentell ermittelten Eigenfrequenzen um ca. eine Zehnerpotenz
höher ist als der der Verteilungen der gemessenen Eingabewerte. Dies kann zwei Ursachen
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Tabelle 6.5: Statistische Kennwerte der experimentell ermittelten Eigenfrequenzen
f1 f2 f3 f4 f5 f6
µ in Hz 159,10 201,22 388,21 479,22 489,50 952,69
σ in Hz 5,72 9,17 13,08 16,78 13,90 15,20
σv in% 3,59 4,56 3,37 3,50 2,36 1,60
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Abbildung 6.9: Experimentell ermittelte (—) und mit PC approximierte (—) Verteilungen
der Eigenfrequenzen der Aluminiumplatte
haben. Zum einen kann eine vorhandene Mess– und Auswertungsungenauigkeit vorliegen.
Die Messungenauigkeit kann Folge unterschiedlicher Anschlagsorte und Anschlagsgüte
sein. Daher werden an jeder Messstelle drei Übertragungsfunktionen aufgenommen und
diese gemittelt, um den Messfehler resultierend aus dem Anschlagsverhalten des Hammers
zu minimieren. Zum anderen kann ein Fehler bei der Bestimmung der Eigenfrequenzen aus
den Übertragungsfunktionen mit Hilfe der Polynomansätze entstehen. Diese Fehlerquelle
wurde untersucht, indem für eine Auswahl an Blechen die Bestimmung der Eigenfrequenzen
sowohl mit Polynomansätzen als auch mit anderen Ansätzen (z. B. Residuummethode)
durchgeführt wurde. Eine signifikante Abweichung der Ergebnisse wurde dabei nicht festge-
stellt, so dass der Fehler, der durch die Auswertung mit Polynomansätzen entsteht, als nicht
signifikant eingestuft werden kann. Weiterhin wurde untersucht, ob der Ort des Beschleuni-
gungsaufnehmers und die Aufhängung der Platte einen Einfluss auf die Ergebnisse gehabt
haben könnten, was sich jedoch ebenfalls nicht als Quelle herausstellte.
Eine weitere Ursache für die Verteilung der experimentell ermittelten Eigenfrequenzen
kann eine Streuung der Materialkennwerte der Aluminiumplatte sein. Zur Ermittlung dieser
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Streuung kann auf das Vorgehen bei der Bestimmung effektiver Materialkennwerte zurück-
gegriffen werden, und in einem inversen Verfahren können die realen Materialkennwerte
der Platte bestimmt werden. Dazu wird folgendes Vorgehen implementiert:
1. Approximation der Verteilungen der experimentell ermittelten Eigenfrequenzen mit
Gleichung (6.5).
2. Bestimmung der effektiven Materialkennwerte der schubstarren Platte
CPC = [C11, C22, C12 + 2C44]PC (6.6)
an zwanzig Stützstellen der PC–Approximation.
3. Analytische Bestimmung der Eigenfrequenzen und Eigenformen eines EHC an den
Stützstellen der PC–Approximation der unsicheren Eingangsgrößen.
4. Bestimmung der Abhängigkeit der effektiven Materialkennwerte CPC von den realen
Materialkennwerten.
5. Bestimmung der realen Materialkennwerte an den Stützstellen über eine Optimierung.
Die PC–Approximation der experimentell ermittelten Eigenfrequenzen ist der Abbildung 6.9
zu entnehmen. Die Ermittlung der effektiven Materialkennwerte aus den experimentell
bestimmten Eigenfrequenzen und –formen erfolgt mit einem Näherungsansatz nach [War54].
Mit diesem kann auch die jeweilige Eigenfrequenz und –form für das EHC bestimmt
werden. Nun wird ein Kennfeld erstellt, das Aussagen über die Abhängigkeit der effektiven
Materialkennwerte von den realen Materialkennwerten des RVE zulässt. Dazu werden
für das RVE bei variierenden Elastizitäts– und Schubmodulen die Eigenfrequenzen und
–formen numerisch bestimmt. Mit dem Ansatz nach [War54] werden daraus die effektiven
Materialkennwerte CFE ermittelt. Mit diesen kann das Gleichungssystem
A
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(6.7)
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für n Stützstellen bzgl. E und m Stützstellen bzgl. G aufgestellt werden. Dann werden die
Vorfaktoren für die quadratischen Ansatzfunktionen ermittelt. Als Normierungswerte E0 =
66,6× 103 MPa, G0 = 24,7× 103 MPa werden die Materialkennwerte für Aluminium
aus [GF07] verwendet. Die Kennfelder sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Dieses Vorgehen
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Abbildung 6.10: Kennfelder der Abhängigkeiten CFE = f(E,G). Alle Werte sind in
1× 104 MPa angegeben.
garantiert eine sehr viel kürzere Rechenzeit, da nicht in jeder Optimierungsschleife eine
neue numerische Modalanalyse durchgeführt werden muss, sondern nur zur Ermittlung des
Kennfeldes. Mit den nun bekannten Vorfaktoren α = [α, β, γ] kann jetzt die Zielfunktion(
1
E1
E0
(
E1
E0
)2
G1
G0
(
G1
G0
)2
E1G1
E0G0
)
α−CPC → min (6.9)
zur Ermittlung der Verteilung der realen Materialkennwerte an den Stützstellen der PC–
Approximation aufgestellt werden. Als Lösung ergibt sich die Verteilung als PC–Approximation
von Elastizitäts– und Schubmodul, wie in Abbildung 6.11 dargestellt. Die statistischen
Kenngrößen stehen in Tabelle 6.6. Die Erwartungswerte der berechneten Materialkennwerte
unterscheiden sich um ca. 7 % für den Elastizitätsmodul und ca. 20 % für den Schubmodul
von den Werten bei [GF07]. Die relativ große Abweichung des Schubmoduls lässt sich mit
der verwendeten Näherungsformel erklären, die den Koppelterm C12 + 2C44, durch den der
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Abbildung 6.11: PC–Approximation der Verteilungen des Elastizitäts– und Schubmoduls
der Aluminiumplatte
Tabelle 6.6: Statistische Kenngrößen der realen Materialkennwerte der Aluminiumplatte
E G
µ in MPa 72,45× 103 19,93× 103
σ in MPa 17,22× 103 3,05× 103
σv in % 23,76 15,29
Schubmodul beschrieben wird, nicht auflösen kann, und zudem eine Rückrechnung auf den
Schubmodul bei gegebenen effektiven Materialkennwerten nicht hinreichend genau erfolgt.
Geht man näherungsweise davon aus, dass die Eigenfrequenzen proportional abhängig von
der Wurzel des Elastizitätsmoduls sind, ergibt sich dann auch ein plausibles Ergebnis für
die Variationskoeffizienten in Tabelle 6.6 und damit ein Indiz für eine stochastische Vertei-
lung der Steifigkeitskennwerte. Damit kann angenommen werden, dass die Verteilung der
Eigenfrequenzen vor allem aus der Verteilung der Ausgangsmaterialkennwerte resultiert.
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7.1 Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wurde eine neue Methodik zur Bestimmung effektiver Ma-
terialkennwerte bei unsicheren Eingangsparametern vorgestellt. Ausgangspunkt war die
klassische Homogenisierung linear–elastischer Strukturen unter Verwendung vorgegebener
Verschiebungsfelder. Mit Hilfe eines Vergleiches der Formänderungsenergie kann bei dieser
auf effektive Materialkennwerte geschlossen werden. Allerdings setzt die klassische Homo-
genisierung periodische Randbedingungen mit konstanter Dehnung im EHC voraus, was
nicht bei allen Strukturen gewährleistet werden kann. Über die klassische Homogenisierung
hinaus ist zudem eine modale Anpassung der Materialien wünschenswert, da häufig die
modalen Eigenschaften von Bauteilen das Ziel entsprechender Untersuchungen sind.
Bisher ist die Ermittlung von Materialkennwerten mit Hilfe einer experimentellen Modalana-
lyse ein gängiges Verfahren. Dabei werden durch eine Optimierung die Materialkennwerte
so ermittelt, dass Eigenfrequenzen und Eigenformen mit denen der experimentellen Modal-
analyse übereinstimmen. Bei komplexen Strukturen ist dies jedoch ein sehr aufwändiges
Verfahren. Außerdem setzt es voraus, dass Daten aus einer experimentellen Modalanalyse
vorliegen.
Ansatz dieser Arbeit war es, Teile beider beschriebenen Verfahren zu verwenden, weiterzu-
entwickeln und zusammenzuführen. Wie bei der klassischen Homogenisierung wurde bei
diesem neuen Ansatz ein RVE definiert. Die Verwendung periodischer Randbedingungen ist
ebenfalls möglich. Die Geometrie des RVE war dabei prinzipiell beliebig. Zur Bestimmung
der effektiven Materialparameter wurden die modalen Eigenschaften des RVE verwendet.
Die Bestimmung der effektiven Materialkennwerte kann nun auf zwei unterschiedlichen
Wegen erfolgen. Ist es möglich, für das EHC eine analytische Lösung oder eine Nähe-
rungslösung der Schwingungsdifferentialgleichung herzuleiten, können die Eigenformen
und die Eigenfrequenzen des EHC analytisch bestimmt werden, und es kann über einen
modalen Energievergleich mit den Ergebnissen einer numerischen Modalanalyse des RVE
auf die effektiven Materialeigenschaften geschlossen werden. Alternativ können auch Sy-
stemmatrizen verwendet werden, was in dieser Arbeit beispielhaft für ebene Probleme
und schubweiche Platten mit einem selbst implementierten FE–Code durchgeführt wurde.
Wird das EHC in diesem Fall mit FE–Elementen diskretisiert, können die Systemmatrizen
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aufgestellt werden. Aus der daraus folgenden Matrizeneigenwertgleichung können ebenfalls
die Eigenformen und die Eigenfrequenzen ermittelt und die modale Energie mit der des RVE
verglichen werden. Über eine Optimierung erhält man schließlich die gesuchten effektiven
Materialkennwerte.
Falls Eingabeparameter, Geometrieabmessungen oder Materialkennwerte, innerhalb des Be-
rechnungsablaufes unsicher sind, können unter Verwendung der PC–Methode die Verteilun-
gen dieser unsicheren Eingabewerte approximiert werden, und die Verteilungen der daraus
resultierenden effektiven Materialkennwerte und modalen Ergebnisse können angenähert
werden. Die PC–Methode bietet hierbei die Möglichkeit, stochastische Berechnungsabläufe
effizient und stabil zu gestalten.
7.2 Ausblick
In der Einleitung wurde kurz auf die Problematik der Berücksichtigung von Kontaktzonen
innerhalb der Homogenisierung eingegangen. Dieses Problemfeld wurde in dieser Arbeit
nicht weiter ausgeführt, verdient aber weitergehende Beachtung. Eine Bestimmung effek-
tiver Materialkennwerte für vorgespannte Blechstrukturen mit Hilfe der in dieser Arbeit
vorgestellten modalen Vorgehensweise könnte dabei zu einem Lösungsansatz führen.
Des Weiteren konnten nicht alle Strukturelemente in dieser Arbeit erwähnt werden. So
könnte z. B. die analytische Beschreibung dicker Zylinderschalen oder die Implementierung
beliebig gekrümmter Schalenelemente das Spektrum anwendbarer Strukturen erweitern.
Die Verwendung linearer FE–Elemente war für die in dieser Arbeit untersuchten Beispiele
völlig ausreichend. Eine Erweiterung auf Elemente mit höheren Ansätzen könnte aber für
anders ausgerichtete Problemstellungen durchaus von Interesse sein.
Die Lokalisierung, also die Rückrechnung der Verformungen am EHC auf Spannungen
und Dehnungen im RVE, spielt in dieser Arbeit eine untergeordnete Rolle. Dies lässt sich
damit begründen, dass in dynamischen Analysen häufig das globale Verhalten einer Struktur
von Interesse ist. Sollen jedoch lokale Dehnungen oder Spannungen ausgewertet werden,
wird eine Lokalisierung notwendig. In der klassischen Homogenisierung erfolgt dies mit
Konzentrationstensoren, was zu einem hohen Implementierungs– und Speicherbedarf führt.
Bei der modalen Herangehensweise bieten sich die schon bekannten Eigenformen an, da
aus der Summe dieser jede Verformung des Bauteils beschrieben werden kann. Mit ei-
ner entsprechenden Wichtung der Eigenformen sollte es möglich sein, aus den globalen
Verschiebungen des Bauteils auf lokale Spannungen und Dehnungen zurück schließen zu
können.
Die rechentechnische Umsetzung des Verfahrens erfolgt gegenwärtig mit dem FE–Programm
ANSYS R© und dem Berechnungsprogramm MATLAB R©. Die Kopplung beider Programme
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ist dabei relativ einfach möglich. Allerdings bietet es sich an, den gesamten Ablauf nur in ei-
nem FE–Programm durchführen zu lassen, um das Verfahren für den Berechnungsingenieur
anwendungsfreundlicher zu gestalten. Eine Implementierung des gesamten Verfahrens in
die ANSYS WB R©–Umgebung ist deshalb gerade Bestandteil einer weiterführenden Arbeit
am IFKM. Eine Implementierung in andere FE–Programme wäre ebenso denkbar.
In der vorliegenden Arbeit wurde die Bestimmung effektiver Materialparameter mit Hilfe
modaler Ansätze bei vorliegenden Unsicherheiten beschrieben und an einer Vielzahl von
Beispielen das Verfahren durchgeführt. Es bietet eine effiziente Möglichkeit der Berechnung
modaler Kenngrößen komplexer Strukturen. Das in der Arbeit beschriebenen Verfahren
kann auf eine Vielzahl weiterer Strukturen, auf die in dieser Arbeit nicht eingegangen wurde,
erweitert werden.
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A Anhang
A.1 Approximation der Gleichverteilung durch
LEGENDRE–Polynome
Wird die Gleichung (2.130) ausgeführt, ergeben sich die Vorfaktoren der PC–Approximation
für eine gleichverteilte stochastische Größe:
β0 =
1∫
−1
[
1
2
(b− a)(ξ − 1) + b
]
dξ
1∫
−1
1dξ
=
1
2
(b− a)(1
2
ξ2 − ξ) + bξ
ξ
∣∣∣∣∣∣∣
1
−1
=
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2
β1 =
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−1
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2
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ξ2dξ
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3
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2
ξ2) +
1
2
bξ2
1
3
ξ
3
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1
−1
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2
.
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A.2 Zwangsbedingungen des RVE in 3–D
Für den zweidimensionalen Fall sind die periodischen Zwangsbedingungen in Gleichung 3.5
angegeben. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall gibt es korrespondierende Eckknoten,
Linien und Flächen. Diese sind in Abbildung dargestellt. Das Verschiebungsfeld lauten dann
y
x
z
korrespondierende Kno-
ten auf Linien
korrespondierende Knoten auf Flächen
Abbildung A.1: Korrespondierende Eckknoten, Linien und Flächen
ux(x, y, z) =εx0x+ γxy0y + γxz0z + ux(nf )
uy(x, y, z) =εy0y + γxy0x+ γyz0z + uy(nf )
uz(x, y, z) =εz0z + γxz0x+ γyz0y + uz(nf ).
(A.1)
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A.3 Eigenformen der Gitterstruktur
Zuerst werden die Eigenformen der Gitterstruktur dargestellt. Die Polynome zur Beschrei-
f = 10,97 Hz
f = 11,69 Hz
f = 17,16 Hz
f = 22,60 Hz
f = 24,49 Hz
Abbildung A.2: Eigenformen der Gitterstruktur aus Abschnitt 4.1.2
bung der Verteilungen der unsicheren Eingangsgrößen kann die Orthogonalität über das
Skalarprodukt der jeweiligen Summanden durchgeführt werden. Dies ist in Abbildung A.3
dargestellt.
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Abbildung A.3: Normierte Skalarprodukte für HERMITE– und LEGENDRE–Polynome
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A.4 MAC der Rumpfstruktur
Abbildung A.4: MAC mit und ohne Superposition der Eigenvektoren
146 ANHANG A. ANHANG
A.5 Eigenformen der Platte mit Versteifungen
Es sind nur die Eigenformen abgebildet, die sich aus der Rechnung mit effektiven Material-
kennwerten aus der Homogenisierung mit Systemmatrizen ergeben. Die Berechnung erfolgt
im selbstgeschriebenen FE–Code. Die Eigenformen der anderen Varianten sind äquivalent
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Abbildung A.5: Eigenformen der Platte aus Beispiel 5.8.1 für die Lösung nach Kapitel 5
zu diesen, wenn auch teilweise vertauscht. Dies ist aus den jeweiligen MAC–Diagrammen
ersichtlich.
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analytisch mit Systemmatrizen
Abbildung A.6: Ergebnisse MAC
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A.6 Gelochte Aluminiumplatte
Die Verteilungen der Eingabeparameter, wie diese in Tabelle 6.4 gelistet sind, sind in
Abbildung A.7 dargestellt. Die sich aus der experimentellen Modalanalyse ergebenden
78, 2 78, 4 78, 6 78, 8 79 79, 2
0
0, 5
1
1, 5
2
2, 5
3
119 119, 4 119, 8 120, 2
0
0, 5
1
1, 5
2
11, 85 11, 95 12, 05
0
2
4
6
8
10
1760 1780 1800 1820 1840 1860
0
0, 005
0, 01
0, 015
0, 02
0, 025
P
D
F
P
D
F
ag in mm bg in mm
m in g ρh in kg/m3
Abbildung A.7: Verteilung der Eingabeparameter nach Tabelle 6.4
Eigenformen sind in Abbildung A.8 dargestellt.
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Abbildung A.8: Eigenformen der Aluminiumplatte aus der experimentellen Modalanalyse
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